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ВВЕДЕНИЕ 
 

Линейная алгебра составляет важнейшую часть основы высшей 
математики. Целью данного пособия является развитие у студентов 
навыков и умения решать задачи линейной алгебры в объеме 
действующих программ курсов высшей математики. 

В пособии кратко изложен теоретический материал по разделу 
«Линейная алгебра». При изложении теории приведены 
многочисленные примеры с методическими рекомендациями по их 
решению. 

Важным фактором усвоения математики и овладения ее методами 
является самостоятельная работа студента. Система типовых расчетов 
активизирует самостоятельную работу студентов и способствует более 
глубокому изучению курса высшей математики. Типовой расчет 
содержит 10 задач и охватывает все наиболее важные разделы линейной 
алгебры. Задачи для каждого студента группы индивидуальные (каждая 
задача составлена в 23 вариантах). Типовые расчеты, выполненные 
студентами, подлежат защите. Во время защиты студент должен уметь 
правильно отвечать на теоретические вопросы, пояснять решения задач 
своего варианта, решать задачи аналогичного типа. 

В пособии содержатся теоретические вопросы для подготовки к 
модулю по разделу «Линейная алгебра» и указана литература. 
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I. МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 
 

Понятие матрицы и основанный на нем раздел математики – 
матричная алгебра – имеет чрезвычайно важное значение для 
экономистов. Объясняется это тем, что значительная часть 
математических моделей экономических объектов и процессов 
записывается в достаточно простой, а главное – компактной матричной 
форме. 
 
Определение 1. Матрицей размера m×n называется таблица чисел, 

содержащая m строк и n столбцов. Числа, составляющие матрицу, 
называются ее элементами. 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

 – символическое обозначение матрицы 

с элементами njmiaij ,...,2,1;,...,2,1, == . 
С матрицами связаны следующие операции и понятия: 

1. Умножение матрицы на число (скаляр) 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
=
⎟
⎟
⎟
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⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅−⋅
⋅−⋅⋅
⋅⋅−⋅−
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
⋅

620
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232120
232221

202221

310
321

021
2 . 

Эта операция определена для матриц любого размера (порядка). 
2. Сложение (вычитание) матриц 
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⎜
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⎟
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⎜
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Эта операция определена для матриц любого размера (порядка). 
3. Транспонирование матрицы 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=

⎟
⎟
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⎜
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−−
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. 

Эта операция определена для матриц любого размера (порядка). 
4. Единичная матрица 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010
001

E . 

Единичная матрица бывает только квадратной. 
5. Произведение двух матриц. 
 
Определение 2. Произведение двух матриц определено, когда число 

столбцов первой матрицы равно числу строк второй матрицы. В 
результате получается матрица, содержащая столько строк, сколько 
их у первой, и столько столбцов, сколько их у второй матрицы. 

Следует помнить, что .BAAB ≠ .  
Пример. 

Пусть . ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ×× 1

3
2
1

0
2

3
1

;
32
01

4222 BA

Тогда 
.4,3,2,1;2,142 ==× ==

jiijcCAB  

Найдем элементы  матрицы  – номер строки;  – номер столбца. jic , ;C i j

;130)1(12112111111 −=⋅+−⋅=+= babac  
;200)2(12212121112 −=⋅+−⋅=+= babac  

;120112312131113 =⋅+⋅=+= babac  
;310)3(12412141114 −=⋅+−⋅=+= babac  
;733)1(22122112121 =⋅+−⋅=+= babac  

;403)2(22222122122 −=⋅+−⋅=+= babac  
;823122322132123 =⋅+⋅=+= babac  

;313)3(22422142124 −=⋅+−⋅=+= babac  

Запишем матрицу  .
3
3

8
1

4
2

7
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−
−−

== ABC

6. Возведение матрицы в степень (степень – целое положительное 
число n>1). 
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Пример.    ;
20

21
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=A

;
80

141
20

21
40
61

20
21

20
21

20
213

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⋅⋅= AAAA  

Эта операция определена только для квадратных матриц. 
7. Определение 3. Определителем квадратной матрицы называется 

число, получаемое из ее элементов по определенному правилу. 
 

а) Определителем матрицы первого порядка ( )11aA =  называется 
элемент   и обозначается 11a 11aA ==∆ . 
Пример. 

( ),3−=A  то .3−=A  

б) Определителем матрицы второго порядка  

называется число, которое вычисляется по формуле  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

aa
aa

A

.21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

A −===∆  

в) Определителем матрицы третьего порядка  

называется число, которое вычисляется по формуле 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A

.112332331221132231133221312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaaA −−−++==∆  
Определители n-ого порядка: 
Определение 4. Минором  элемента  матрицы A n-ого порядка 

называется определитель матрицы (n-1)-го порядка, полученной из 
матрицы A вычеркиванием i-ой строки и j-го столбца. 

ijM ija

Пример. 

.23313321
3331

2321

333231

232221

131211

12 aaaa
aa
aa

aaa
aaa
aaa

M −===  

Определение 5. Алгебраическим дополнением  элемента  матрицы 
A n-ого порядка называется его минор, взятый со знаком (-1)

ijA ija
i+j : 

     . ij
ji

ij MA +−= )1(
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Определитель матрицы A n-го порядка равен сумме произведений 
элементов любой строки (столбца) на их алгебраические дополнения 
       ininiiii AaAaAa +++=∆ ...2211  
     (разложение по элементам i–ой строки; i=1,2,…n);    
        njnjjjjj AaAaAa +++=∆ ...2211  
     (разложение по элементам j–го столбца;  j=1,2,…n) 
8. Определение 6.  Квадратная матрица  

       ,

...
............

...

...
1

21

22212

12111

1

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=−

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A
A где 0≠A  

называется обратной по отношению к квадратной матрице  

       . 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

9. Определение 7. Рангом матрицы  называется наивысший порядок 
отличных от нуля миноров этой матрицы.  

nmA ×

Из этого определения следует, что ).;min( nmArang ≤  
Ранг можно вычислять непосредственно по определению или 
используя элементарные преобразования матрицы, сохраняющие ее 
ранг: 

1) транспонирование матрицы; 
2) изменение порядка строк (столбцов) матрицы; 
3) умножение всех элементов строки (столбца) матрицы на число, не 

равное нулю; 
4) прибавление к каждому элементу одной строки (столбца) 

соответствующих  элементов другой строки (столбца), умноженных 
на любое число; 

5) отбрасывание нулевой строки (столбца). 

Пример  1 .  Найти матрицу ( ) ,522)(10 221 EAAABC
T

−+= −  

если    Е – единичная матрица. ,
414
210
211

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=A ,

012
201
310

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
=B
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Решение: 

1. . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

414
210
211

AB
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−−
−−−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

1007
225
113

012
201
310

2.Найдем  .)( 1−AB

 Вычислим ;10
1007
225
113

1007
225
113

−=−=
−−
−−−
−−−

=AB  

;20
100
22

11 =
−
−−

=A  ;36
107
25

12 −=
−−
−−

−=A  ;14
07
25

13 −=
−

−−
=A  

;10
100
11

21 −=
−
−−

−=A  ;23
107
13

22 =
−−
−−

=A  ;7
07
13

23 =
−

−−
−=A  

;0
22
11

31 =
−−
−−

=A  ;1
25
13

32 −=
−−
−−

−=A  ,1
25
13

33 =
−−
−−

=A  

тогда ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−

−
=−

1714
12336

01020

10
11AB . 

3. 10 . ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
=−

1714
12336
01020

1AB

4. . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

414
210
211

2A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

26720
638

1229

414
210
211

5. . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

521440
12616
24418

26720
638

1229
22 2A

6. . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

521224
1464
401618

)2( 2 TA
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7. . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

500
050
005

100
010
001

55E

8.  

 

=−+= − EAABC T 5)2()(10 21 ( ) +
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
=−

1714
12336
01020

1AB

−
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

521224
1464
401618

.
46538
152240
40267

500
050
005

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

    Ответ:  .
46538
152240
40267

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=C

Пример  2 .  Вычислить определители: 

  ;

6446
0124
1321
4264

1 −
−
−

=∆      .

1111
1111
1111
1111

2

−
−

−
−

=∆  

Для вычисления 1∆  преобразуем его так, чтобы в третьей строке все 
элементы, кроме одного, обратились в ноль. Для этого умножим, 
например, элементы 3-го столбца на (-4) и на 2 и прибавим их 
соответственно к элементам 1-го и 2-го столбцов. Раскладывая 
полученный определитель по элементам третьей строки, найдем 

.
365
1413
216

22
61210
1413
4212

)1(1

641210
0100
13413
42212

33
1

−
−⋅=

−
−−=

−

−−
−

=∆ +  

Здесь мы вынесли общие множители 2 и 2 из элементов второй и 
третьей строк. Полученный определитель третьего порядка можно 
вычислить по правилу треугольников, но мы получим нули в третьей 
строке вместо элементов 13 и (-4). Для этого умножим третий столбец 
на (-13) и на 4, сложим с элементами 1-го и 2-го столбцов 
соответственно; вынесем общий множитель (-4) из первого и 9 из 
второго столбцов и разложим по элементам второй строки. Получим: 
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.1441144
211
15

)1(1144
3211
100
215

9)4(4
31844
100
2920

4 32
1 =⋅=−⋅−=⋅−=

−

−
=∆ +  

Вычислим определитель 2∆  другим методом – методом 
приведения к треугольному виду. Этот метод такой же, как для матриц, 
с той лишь разницей, что на каждом шаге определитель делится на 
разрешающий элемент с показателем степени, равным числу 
преобразуемых строк. Метод приведения матрицы к треугольному виду 
с помощью гауссовских  преобразований будет описан в теме «Решение 
систем уравнений методом Гаусса».  

В ходе преобразований будем пользоваться свойствами 
определителя – перестановкой строк. 

=

−−
−−

−−
−

−
=

−−
−−
−−

−

−
=

−
−

−
−

=∆

2200
0220
2020

1111

)1(
1

0220
2020
2200

1111

)1(
1

1111
1111
1111
1111

332

.16
16

324)2)(1(1

32000
4400
2020

1111

44
1

4400
4400
2020

1111

)2(
1

12 −=
⋅⋅−−⋅−

=
−
−−

−

⋅
−

=
−
−−

−

−
−

=  

Пример  3 .  Вычислить ранги матриц: 

a)    b)  ;
3

1
4

0
0
0

1
2
3

2
3
1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=A .

0
1
1

1
3
2

4
1
1

1
2
3

3
2
1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=B

Вычислим rang A. Для этой матрицы .3)4;3min(43 =≤× rangAA  
Проверим, равен ли ранг 3-м. Для этого вычислим все миноры третьего 

порядка, порождаемые этой матрицей. Их число составит .4
!1!3

!43
4 =

⋅
=C  

    ,0
012
023
031
=

−
    т.к. содержит столбец из нулей; 

    ;0271161266
312

123
431

=++−−+−=
−−
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     ,0
302
103
401
=        т.к. содержит столбец из нулей; 

     ,0
302

102
403

=
−−

  т.к. содержит столбец из нулей. 

Поскольку все миноры третьего порядка нулевые, .2≤Arang  
Так как существует ненулевой минор второго порядка, например, 

     ,0792
23
31

≠−=−=   то  .2=Arang  

Вычислим ранг матрицы B с помощью элементарных 
преобразований, которые приведут матрицу к ступенчатому 
(трапециедальному) виду. Выполним гауссовские преобразования (см. 
«Тему II», п.2.3) 

;
4
1
1

20
1
2

12
1

1

0
4
3

0
0
1

3
1
1

7
1
2

1
1
1

8
4
3

0
0
1

0
1
1

1
3
2

4
1
1

1
2
3

3
2
1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−
−−≈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−−

−
−≈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=B  

В последней матрице все элементы, расположенные ниже главной 
диагонали, нулевые; матрица приведена к ступенчатому виду и 
содержит три строки, поэтому ее ранг равен трем, т.е. .3=Brang  
 
 



© КРСУ Федорова Е.С., Шемякина Т.А.     Кафедра Высшей математики 

 
 
 
 

II. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ  
ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

 
2.1. Правило Крамера 

 
Дана система n уравнений с n неизвестными 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

....
...........................................

,...
,...

2211

22222121

11212111

nnnnn

nn

nn

baxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

    (1) 

Если определитель ,0

...
............

...

...

21

22221

11211

≠=∆

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

  

то система имеет единственное решение, определяемое формулой  

),,...,1( nix i
i =

∆
∆

=      (2) 

где  – определитель, получаемый из i∆ ∆  заменой i-го столбца столбц
свободных членов системы. 

ом 

 
2.2. Метод обратной матрицы 

 

Если матрица системы (1) неособенная 

(невырожденная), т.е. 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

,0≠A  то она имеет обратную  .1−A
Тогда решение системы (1) можно найти по формуле 

,1BAX −=       (3) 
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где  – матрица-столбец из свободных членов системы (1), 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nb

b
b

B
...

2

1

       – матрица-столбец из неизвестных системы (1). 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nx

x
x

X
...

2

1

 
2.3. Метод Гаусса 

 
Метод Гаусса – метод последовательного исключения 

неизвестных. Этот метод является универсальным потому, что 
позволяет решать системы любого числа уравнений с любым числом 
неизвестных, а если система не имеет решения, то метод позволяет 
установить это в ходе решения. 

Сущность метода в том, что посредством элементарных преобра-
зований система приводится к равносильной системе ступенчатого (или 
треугольного) вида, из которой последовательно, начиная с последних 
(по номеру) неизвестных, находятся все остальные неизвестные. 

К элементарным преобразованиям системы относятся 
следующие: 
1) перестановка любых двух  уравнений системы;  
2) умножение любого уравнения системы на отличное от нуля число;  
3) вычеркивание уравнения, все коэффициенты которого равны нулю; 
4) сложение (вычитание) любого уравнения системы с любым другим 

уравнением, умноженным на отличное от нуля число. 
Уравнение, с помощью которого преобразуется система, 

называют ключевым (или разрешающим), а неизвестная ),...,1( nixi =  в 
ключевом уравнении, с помощью которой она исключается из всех 
последующих уравнений системы, называется разрешающей; 
коэффициент 0≠ija  при разрешающей неизвестной  называется 
разрешающим; столбец коэффициентов при разрешающей неизвестной 
называется ключевым (или разрешающим) столбцом. 

ix

На практике элементарным преобразованием подвергают не 
систему уравнений, а ее расширенную матрицу. Применительно к 
матричной записи вычислительная процедура гауссовских исключений 
формализуется посредством простых правил. Первый шаг (исключение 
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неизвестной ) выполняется с разрешающим элементом  второй 
шаг (исключение ) – с элементом 

1x ,11a

2x 22a ′  и т.д. (разрешающими 
являются диагональные элементы матрицы). Каждая строка и каждый 
столбец в ходе гауссовских преобразований могут побывать в роли 
ключевых лишь один раз. Пересчет же элементов матрицы на каждом 
шаге выполняется по следующим правилам: 
1) элементы ключевой строки и всех выше расположенных строк 

остаются неизменными; 
2) элементы ключевого столбца, расположенные ниже разрешающего 

элемента, обращаются в нули; 
3) все прочие элементы матрицы вычисляются по правилу 

прямоугольника: преобразованный элемент равен разности 
произведений элементов главной и побочной диагонали: 

.iskjijksij aaaaa −=′  
 

2.4. Метод Жордана-Гаусса 
 

Метод Жордана-Гаусса это метод полного исключения 
неизвестных. Этот метод, в отличие от метода Гаусса, состоит в том, что 
на каждом шаге неизвестная ),...,1( nixi =  исключается из всех 
уравнений, расположенных как выше, так и ниже ключевого. В 
результате расширенная матрица системы приводится к виду, 
содержащему некоторое количество столбцов, состоящих из всех нулей, 
кроме одного элемента, равного единице. 

Алгоритм метода таков: 
1) на каждом шаге выбирается ключевая строка (чаще всего на первом 

шаге – первая, на втором – вторая и т.д.) и в ней – разрешающий 
элемент, не равный нулю (выбор произволен, но чаще всего – 
элемент главной диагонали); 

2) элементы ключевой строки делят на разрешающий элемент; 
3) в ключевом столбце, кроме разрешающего, равного единице, пишут 

нули; 
4) строки с нулями в ключевом столбце и столбцы с нулями в ключевой 

строке переписывают без изменения; 
5) пересчет всех остальных элементов матрицы ведут по правилу: 

( )( )
( )элементйразрешающи

столбцаключевогоэлементстрокиключевойэлемент
элемент
старый

элемент
Новый

−=  

При решении системы из m линейных уравнений с n неизвестными 
могут быть следующие случаи: 
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1) , где BrangArang ≠ A  – матрица системы,  – расширенная 
матрица. 

B

В этом случае система несовместна. Несовместность системы в ходе 
гауссовских преобразований обнаруживается в том случае, когда в 
расширенной преобразованной матрице получается противоречивая 
строка – слева от вертикальной черты получены нули, а справа – 
число, отличное от нуля. 

2) ,nrBrangArang <==  где n – число неизвестных системы.  
В этом случае система совместна, но не определена (имеет 
бесконечное множество решений). В такой системе r неизвестных 
будут базисными, а (n-r) – свободными. Разрешая систему 
относительно r базисных неизвестных, получают общее решение 
системы. В качестве r базисных неизвестных системы можно взять 
любые r неизвестных, но только такие, чтобы определитель матрицы 
из коэффициентов при них (т.е. базисный минор) был отличен от 
нуля. 

3) .nrBrangArang ===   
В этом случае система совместна и определена, т.е. имеет 
единственное решение. 

 
2.5. Нахождение базисных решений  

неопределенной системы уравнений 
 

Базисное решение такой системы получается из общего решения 
этой системы, если свободным неизвестным придать нулевые значения. 
Если общее решение системы записать в другом базисе, то получим и 
другое базисное решение. Поскольку из системы n неизвестных можно 
образовать не более  базисов, то и базисных решений у системы 

может быть не более . 

r
nC

r
nC

 
2.6. Нахождение опорных решений  
системы линейных уравнений 

 
Определение: Базисные решения, в которых базисные неизвестные 

принимают неотрицательные значения, называются опорными.  
Чтобы получить опорное решение, необходимо с самого начала 

гауссовских исключений выбрать разрешающие элемента по 
определенному правилу: 
1) постоянно следить за знаками элементов столбца свободных членов; 

они должны быть неотрицательными, а если это не так, то 
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соответствующую строку расширенной матрицы следует умножить 
на (-1); 

2) в качестве ключевого столбца можно выбирать любой столбец, 
содержащий хотя бы один положительный элемент; 

3) для получения ключевой строки следует столбец из свободных 
членов разделить на соответствующие положительные элементы 
выбранного ключевого столбца и среди полученных отношений 
выбрать наименьшее; оно и определит ключевую строку. На 
пересечении выбранных ключевой строки и ключевого столбца будет 
находиться разрешающий элемент; 

4) решение продолжить методом Жордана-Гаусса. 
Пример  4 .  Доказать совместность данной системы уравнений и 
решить ее двумя способами: 1) по формулам Крамера; 2) средствами 
матричного исчисления. 

           
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=+−

.82
,112

,3

321

321

321

xxx
xxx
xxx

Решение: 
Сначала докажем совместность данной системы. С этой целью 

найдем ранг матрицы A  системы и ранг расширенной матрицы  
системы, используя гауссовские преобразования 

B

,3
500
130

111

120
130

111

211
112
111

=⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
= rangAA  

т.к. матрица приведена к треугольному виду и в ней остались три 
ненулевых строки. 

,3
9
3
3

500
130

111

5
3
3

120
130

111

8
11
3

211
112
111

=⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
= rangBB  

т.к. матрица приведена к ступенчатому виду и в ней остались три 
ненулевых строки. 
Так как  то система совместна. ,BrangArang =

Решим ее по формулам Крамера (см. Тема II, формула (2)), т.е. .
∆
∆

= i
ix  

Найдем определитель ∆ матрицы A  системы по правилу, описанному в 
Теме I, п.7,в. 
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.522)1(111111112)1(11211
211
112
111

=⋅⋅−−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+−⋅⋅+⋅⋅=
−

==∆ A  

Так как ∆≠0, то по теореме Крамера система имеет единственное 
решение. 
Вычислим определители ∆1, ∆2, ∆3, полученные из ∆, заменой 
соответственно первого, второго и третьего столбцов столбцом сводных 
членов системы. 
 

.2021113118111111811213
218
1111
113

1 =⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅=
−

=∆  

.1022311811111823112111
281
1112
131

2 =⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==∆  

.582111111133121111811
811
1112
311

3 =⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅=
−

=∆  

Теперь по формулам Крамера найдем: 

         ;4
5
201

1 ==
∆
∆

=x   ;2
5

102
2 ==

∆
∆

=x   .1
5
53

3 ==
∆
∆

=x  

Ответ:  (4;2;1). 
Теперь решим систему матричным методом. 

Для матрицы A  найдем обратную матрицу 1−A . 
Найдем алгебраические дополнения  элементов  матрицы 

 используя формулу (см. Тема I, п.7) для : 
ijA ija

),3,2,1;3,2,1( == jiA ijA

;1
21
11

)1( 11
11 =−= +A  ;3

21
12

)1( 21
12 −=−= +A  ;1

11
12

)1( 31
13 =−= +A  

;3
21
11

)1( 12
21 =

−
−= +A  ;1

21
11

)1( 22
22 =−= +A  ;2

11
11

)1( 32
23 −=

−
−= +A  

;2
11
11

)1( 13
31 −=

−
−= +A  ;1

12
11

)1( 23
32 =−= +A  .3

12
11

)1( 33
33 =

−
−= +A  
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Матрицу 1−A  найдем по формуле (см. Тема I, п.8) при условии, что 
.5=∆=A  

         .
321
113
231

5
11

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=−A  

Теперь по формуле BAX 1−=  (см. Тема II, формула (3)) найдем 

         ,
1
2
4

5
10
20

5
1

8
11
3

321
113
231

5
1

3

2

1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

x
x
x

 

т.е. .1,2,4 321 === xxx  
Ответ: (4;2;1) 
Пример  5 .  Решить системы уравнений методом Гаусса. 

         a)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
−=+−
=+−

.134
,132
,52

321

31

321

xxx
xx
xxx

Решение. Составляем расширенную матрицу системы: 

           .
1
1

5

341
302
121

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−
 

Элемент 0111 ≠=a  принимаем за разрешающий. Выполняем шаг 
гауссова исключения: ключевую строку переписываем без изменения, в 
ключевом столбце ниже разрешающего элемента записываем нули, 
остальные элементы пересчитываем по правилу прямоугольника (все 
эти операции записаны в матрице подробно): 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅−⋅
−⋅−−⋅

⋅−⋅⋅−−⋅
−⋅−⋅−−−⋅

−

4
9
5

260
540
121

1511
)2(5)1(1

5

11311)2(410
)2(131)2)(2(010

121
 

На втором шаге исключений разрешающим является элемент 
. Первые две строки переписываем без изменений, под 

разрешающим элементом записываем нуль, остальные элементы 
находим по правилу прямоугольника: 

422 −=′a

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅−−⋅−⋅−⋅−
−
−

38
9
5

3800
540
121

69)4(4
9
5

652400
540
121

. 
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По последней матрице заключаем, что матрица системы 
приведена к треугольному виду; в матрице осталось три ненулевых 
строки, следовательно, ранг системы равен 3; число неизвестных 
системы составляет тоже 3, значит система имеет единственное 
решение. 

По последней матрице записываем систему уравнений, начиная с 
третьего, и решаем ее. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
=

⇔
+=
−=
=

⇔
=+−
=⋅+−

=
⇔

=+−
=+−

−=−

.2
,1

,1

24
1

1

512
9154

1

52
954

3838

1

2

3

21

2

3

21

2

3

321

32

3

x
x
x

xx
x
x

xx
x

x

xxx
xx

x
 

Итак, (2; -1; 1) – единственное решение данной системы. 

 b)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−
=+−−

=−+−

.1652
,23224

,32

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx

Решение. Последовательно получаем следующие матрицы 

     ≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

−
−

−
≈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

−
−

−
≈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−
−−

−

2
4

3

5
5
1

400
400

112

4
8

3

10
10

1

800
800

112

1
2
3

6
3
1

512
224

112
 

         . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
−

−
≈

24
4

3

0
5
1

000
400

112

Последней матрице соответствует система уравнений 

          
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⋅
−=+−

=−+−

.240
,454

,32

4

43

4321

x
xx
xxxx

Последнее уравнение противоречиво. Система уравнений несовместна. 

  c)    

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++
=+−+
=−++
=+++

.1254185
,1895
,3253
,5372

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

Решение. Последовательно получаем следующие матрицы 
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≈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−

−−
≈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−

−−
≈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

1
1
1
5

5710
5710
5710

1372

1
3

1
5

5710
152130

5710
1372

12
1
3
5

54185
8951
2531
1372

 

     . ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

≈
1
5

57
13

10
72

0
0
1
5

0000
0000
5710

1372

Процесс гауссовских исключений закончился, система приведена 
к ступенчатому виду; в матрице осталось две ненулевых строки, 
следовательно, ранг системы равен 2; число неизвестных системы n=4. 
Поэтому (n-r) = 4-2 = 2 – число свободных неизвестных. Значит, система 
неопределена, т.е. имеет бесчисленное множество решений. В качестве 

базисного минора можно взять, например, .02
10
72

≠=  

Ему соответствуют две базисные переменные  и . 1x 2x
А последней матрице соответствует система  

          
⎩
⎨
⎧

=−+−
=+++

.157
,5372

432

4321

xxx
xxxx

Найдя  из второго уравнения: 2x ,571 432 xxx −+−=  и подставив это 
выражение в первое уравнение, получим общее решение системы: 

          
⎩
⎨
⎧

−+−=
+−=

.571
,17266

432

431

xxx
xxx

где , – любые действительные числа. 3x 4x
Пример  6 .  Решить систему уравнений методом Жордана-Гаусса 

          

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++
=+++
=−++
=−++

.2255
,132
,132
,123

321

4321

4321

4321

xxx
xxxx
xxxx
xxxx

Решение. Воспользуемся алгоритмом метода Жордана-Гаусса и покажем 
подробно пересчет элементов матрицы на первом шаге: 
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       ≈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

2
1
1
1

0255
1132
1321
1123

 

          ≈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅−
⋅−
⋅−

⋅−−⋅−⋅−
⋅−−⋅−⋅−
⋅−−−⋅−⋅−

−

≈

3/512
3/211
3/111

3/1

3/5)1(03/5123/5250
3/2)1(13/2113/2230
3/1)1(13/1133/1220

3/13/13/21

          ≈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

≈

3/1
3/1
3/2
3/1

3/53/13/50
3/53/13/50
3/23/83/40
3/13/13/21

≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

−

2/1
2/1

0

2/5
2/1

0

300
210
101

 

          
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
≈

6/1
6/1
6/1

6/5
6/7
6/5

100
010
001

. 

По последней матрице заключаем, что ранг системы равен 3 (осталось 
три ненулевых строки, или все равно что появилось три столбца с одной 
единицей и двумя нулями); число неизвестных в системе равно 4; 
следовательно, одно неизвестное свободное и значит система 
неопределенная. За базисный минор, что совершенно очевидно, можно 
взять 

          01
100
010
001

≠= . 

Следовательно, общее решение системы уравнений будет иметь вид: 
           ,6/56/1,6/76/1,6/56/1 434241 xxxxxx +=−=+=  
где   – любое действительное число. 4x
Пример  7 .  Найти все существующие базисные решения системы, 
заданной в примере 5с). 
Решение. В результате гауссовских преобразований расширенная 
матрица системы была приведена к виду 

         . ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
5

57
13

10
72

Ранг этой матрицы, равный 2, определяет число базисных неизвестных, 
а остальные две неизвестные будут свободными. Таким образом, каждая 
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пара переменных может быть базисной. Причем таких пар будет не 

более чем 6
!2!2

!42
4 =

⋅
=C . Это означает, что система может иметь не 

более 6 базисных решений. 
В базисе ,  и свободные неизвестные ,1x 2x 03 =x  .04 =x  

Матрица приобретает вид      ,  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
5

10
72

из которой следует, что ,12 =x   .1,752 121 −=−= xxx  
Таким образом, в базисе  и  базисное решение имеет вид  (-1; 1; 0;0). 1x 2x
Найдем, например, базисное решение в базисе , . В этом случае 

матрица приобретает вид  

3x 4x

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
5

57
13

. 

Применим к ней гауссовское преобразование. Получим . ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 32

5
80
13

Из этой матрицы найдем ,33 =x   .44 −=x  
Таким образом, в базисе ,  базисным решением будет (0; 0; 3;-4). 3x 4x
Совершенно аналогично находим все остальные базисные решения:  
(16/17; 0; 1/7;0) – в базисе , ; (12/5; 0; 0;1/5) – в базисе , ; 1x 3x 1x 4x
(0; 16/23; 1/23;0) – в базисе , ; (0; 12/17; 0; 1/17) – в базисе , . 2x 3x 2x 4x
Пример  8 .  Найти все существующие опорные решения системы 

          

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=−−+−
=−+−
=+−+−
=+−+

.5232
,13
,3
,92

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

Решение. Согласно алгоритму в столбце свободных членов системы не 
должно быть отрицательных элементов. Поэтому последнее уравнение 
умножим на (-1). Выделим в расширенной матрице системы единичную 
подматрицу, выбрав в ходе полных исключений  разрешающие 
элементы по установленным выше правилам. На первом шаге за 
ключевой столбец примем, например, первый столбец. Ключевую 
строку определим из условия { } .3/11/5;3/1;2/9min =  Ею будет третья 
строка, а разрешающим – элемент 3. 
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         ≈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−−
−

5
1
3
9

2321
1113

1311
1112

≈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
−

3/14
3/1
3/10
3/25

3/73/83/50
3/13/13/11

3/23/23/20
3/53/53/50

 

        ≈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
−

≈

14
3/1

5
5

7850
3/13/13/11

1110
1110

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
−

−

14
3/1

5

7
3/1

1

850
3/13/11
110

. 

Если теперь в полученной матрице в качестве ключевого взять 
второй столбец, то разрешающим элементом в нем будет элемент 1, 
поскольку он является единственным положительным элементом этого 
столбца. Выполняя преобразование методом Жордана-Гаусса, приходим 
к матрице 

         ≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

39
2
5

12
0
1

300
001
110

≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

13
2
5

4
0
1

100
001
110

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

13
2

18

4
0
5

100
001
010

. 

В последней матрице выделена единичная подматрица третьего порядка, 
значит ранг системы равен 3; число неизвестных системы равно 4, 
поэтому общее число базисных решений системы не будет превышать 

. При этом базисными переменными системы могут быть наборы: 43
4 =C

                ;,, 321 xxx ;,, 421 xxx ;,, 431 xxx .,, 432 xxx
В базисе  свободная неизвестная 321 ,, xxx ,04 =x  а матрица принимает 
вид 

          , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

13
2

18

100
001
010

из которой следует, что .13,18,2 321 === xxx  
Таким образом, (2; 18; 13; 0) – первое опорное решение. 
В базисе  свободная неизвестная 421 ,, xxx ,03 =x  а матрица принимает 
вид        

          
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

13
2

18

400
001
510

. 

Эту матрицу подвергнем преобразованию, выбрав в качестве ключевого 
третий столбец. Ключевую строку выберем из условия 
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{ } .4/134/13;5/18min =  Ею будет последняя строка, а разрешающим – 

элемент 4. Получим матрицу , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

4/13
2

4/7

100
001
010

из которой следует, что .4/13,4/7,2 321 === xxx  
Таким образом, (2; 7/4; 0; 13/4) – второе базисное решение. 
В базисе  свободная неизвестная 431 ,, xxx ,02 =x  а матрица принимает 
вид       

     . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

13
2

18

410
001
510

Если подвергнуть эту матрицу преобразованию с третьим ключевым 
столбцом, то в качестве ключевой строки надо взять третью, т.к. 

{ } 4/134/13;5/12min = , и тогда разрешающим элементом должен стать 
элемент 4. Но этот элемент не будет разрешающим, т.к. в этом случае 
будет получен столбец, совпадающий со вторым и слева от 
вертикальной черты будет единичная матрица. Значит в базисе  
опорного решения нет. 

431 ,, xxx

В базисе  свободная неизвестная 432 ,, xxx ,01 =x  а матрица 

принимает вид    , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

13
2

18

410
000
510

в которой вторая строка противоречива. Следовательно, в этом базисе 
опорного решения нет. 

Таким образом, система уравнений имеет только два опорных 
решения:   (2; 18; 13; 0) и (2; 7/4; 0; 13/4). 
 
 
 
 

III. ЭЛЕМЕНТЫ МАТРИЧНОГО АНАЛИЗА 
 

3.1. N-мерный вектор и векторное пространство 
 
Определение 1. n-мерным вектором называется упорядоченная 

совокупность n действительных чисел, записываемых в виде 
),...,,( 21 nxxxx = , где  i-я координата вектора ix x . 
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Пусть ),...,,( 21 nxxxx = , ),...,,( 21 nyyyy = . Тогда 

1) yx = , если nn yxyxyx === ,...,, 2211  – равенство векторов; 
2) yx ± = ),...,,( 2211 nn yxyxyx ±±±  – сложение или вычитание 

векторов; 
3) ),...,,( 21 nxxxx λλλλ =  – умножение вектора на число (скаляр). 

Линейные операции над векторами обладают следующими 
свойствами: 
1. yx + = xy +  – коммутативный закон суммы; 
2. )()( zyxzyx ++=++  – ассоциативный закон суммы; 
3. xx )()( λββλ =  – ассоциативный относительно скаляра закон; 
4. yxyx ααα +=+ )(  – дистрибутивный закон относительно суммы 

векторов; 
5. xxx βλβλ +=+ )(  – дистрибутивный закон относительно суммы 

скаляров; 
6. Существует нуль-вектор )0,...,0,0(0 =  такой, что xx =+ 0  для x∀ ; 

7. )( xx −∃∀  такой, что 0)( =−+ xx ; (- x ) – называется 
противоположным вектору x ; 

8.      xx =⋅1 x∀ . 
 
Определение 2. Множество n-мерных векторов, в котором определены 

операции сложения векторов и их умножение на число, 
удовлетворяющее приведенным выше восьми свойствам, 
называемых аксиомами, называется векторным пространством. 

Определение 3. Вектор y  называется линейной комбинацией векторов 

mxxx ,...,, 21  векторного пространства , если V

mm xxxy λλλ +++= ...2211 , где ),...,1( mii =λ  – любые 
действительные числа. 

Определение 4. Векторы mxxx ,...,, 21  векторного пространства  
называются линейно зависимыми, если существуют такие числа 

V

mλλλ ,...,, 21 , не равные одновременно нулю, что 

0...2211 =+++ mm xxx λλλ . Если же эта нулевая линейная 
комбинация имеет место, когда все ),...,1(0 mii ==λ , то система 
векторов называется линейно независимой. 

Определение 5. Векторное пространство  называется n-мерным, если 
в нем существует n линейно независимых векторов, а любые (n+1) из 

V
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векторов уже являются зависимыми. Иначе – размерность 
пространства – это максимальное число содержащихся в нем 
линейно независимых векторов. Число n называется размерностью 
пространства. Векторное пространство размерности n обозначают 

. nV
Определение 6. Совокупность из n линейно независимых векторов 

пространства  называется базисом этого пространства. 
Пространство  может иметь несколько различных базисов. 

nV
nV

 
Теорема. Каждый вектор nVx∈  можно представить и притом 

единственным образом в виде линейной комбинации векторов 
базиса, т.е., если neee ,...,, 21  – базис пространства , а nV nVx∈ , то        

nneeex λλλ +++= ...2211 . 
Это равенство называют разложением вектора x  по базису neee ,...,, 21 , а 
числа nλλλ ,...,, 21  – координатами вектора  в этом базисе. x

Пусть в пространстве  заданы два базиса: старый nV neee ,...,, 21  и 

новый **
2

*
1 ,...,, neee . На основании предыдущей теоремы каждый из 

векторов нового базиса можно выразить в виде линейной комбинации 
векторов старого базиса: 
         nn ececece 1221111

*
1 ...+++= , 

         nn ececece 2222112
*
2 ...+++= , 

          ……………………………… 
         nnnnnn ececece +++= ...2211

* . 
Матрица, столбцами которой служат координаты векторов нового 
базиса в старом базисе, т.е. 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

ccc

ccc
ccc

C

...
............

...

...

21

22221

11211

     (1) 

называется матрицей перехода от старого базиса к новому. 
Пусть задан nVx∈ , причем ),...,,( 21 nxxxx =  в базисе neee ,...,, 21  

и ),...,,( **
2

*
1 nxxxx =  в базисе **

2
*
1 ,...,, neee . Тогда 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

*

*
2

*
1

2

1

......

nn x

x
x

C

x

x
x

  или  .   (2) 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

nn x

x
x

C

x

x
x

......
2

1

1

*

*
2

*
1

Эти формулы выражают зависимость между координатами одного и 
того же вектора в разных базисах. 

 
3.2. Евклидово пространство 

 
Определение 1. Скалярным произведением двух векторов ),...,,( 21 nxxxx =  

и ),...,,( 21 nyyyy =  пространства  называется число nV
)...2211 nn yxyxyxyx +++=⋅ . 

Скалярное произведение обладает следующими свойствами: 
1. xyyx ⋅=⋅ – коммутативный закон; 
2. zxyxzyx ⋅+⋅=+⋅ )(  – дистрибутивный закон; 
3. )()( yxyx ⋅=⋅ αα , где α  – любое действительное число; 

4.  , если 0>⋅ xx 0≠x ;  0=⋅ xx , если 0=x . 
Определение 2. Векторное пространство, в котором определена 

операция – скалярное произведение векторов, – удовлетворяющая 
четырем вышеперечисленным свойствам, называемых аксиомами, 
называется евклидовым пространством и обозначается nE . 

Определение 3. Длиной (нормой) вектора nEx∈  называется корень 
квадратный из его скалярного квадрата 

22
2

2
1

2 ... nxxxxx +++== ,    (3) 

где  – координаты вектора nxxx ,...,, 21 x  в nE . 

Определение 4. Два вектора ),...,,( 21 nxxxx =  и ),...,,( 21 nyyyy =  из nE  
называются ортогональными, если 0=⋅ yx , т.е.  

      0...2211 =+++ nn yxyxyx . 

Определение 5. Нормированием вектора ),...,,( 21 nxxxx = nE∈  

называется 
x
x . В результате получается вектор, длина которого 

равна 1, а направление его совпадает с направлением вектора x . 
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Определение 6. Ортонормированным базисом пространства nE  
называется система векторов neee ,...,, 21 , которые попарно 
ортогональны, т.е. )(0 jiee ji ≠=⋅ , а длина каждого равна единице, 

т.е. .,...,2,1,1 niei ==  
 
Теорема. Во всяком n-мерном евклидовом пространстве существует 

ортонормированный базис. 
Определение 7. Углом ϕ  между двумя векторами x  и y  называется 

22
2

2
1

22
2

2
1

2211

......

...cos
nn

nn

yyyxxx

yxyxyx
yx
yx

+++⋅+++

+++
=

⋅
⋅

=ϕ , 

где πϕ ≤≤0 . 
 

3.3. Линейные операторы 
 
Определение 1. Если задан закон (правило), по которому nVx∈∀  

ставится в соответствие единственный вектор mVy∈ , то говорят, 

что задан оператор (преобразование, отображение) )(~ xA , 

действующий из  в , и записывают nV mV )(~ xAy = . При этом вектор 
y  называют образом вектора x , а сам вектор x  – прообразом 
вектора y . 

Определение 2. Оператор A~  называется линейным, если для nVx∈∀ , 
nVy∈∀  и R∈∀λ  выполняются условия: 

1. )(~)(~)(~ yAxAyxA +=+  – свойство аддитивности оператора; 

2. )(~)(~ xAxA λλ =  – свойство однородности оператора. 
 
Теорема 1. Каждому линейному оператору A~ , действующему в 

некотором базисе пространства , соответствует матрица nV A  n-ого 
порядка, и наоборот. 

Связь между вектором x  и его образом )(~ xAy =  можно выразить в 
матричной форме уравнением 

AXY =
где 

,       (3) 
A  – матрица линейн го оператора, о X  и  – матрицы-столбцы из 

координат векторов 
Y

x  и y . 
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Теорема 2. Матрицы A  и *A  линейного оператора A~  в базисах 

neee ,...,, 21  и **
2

*
1 ,...,, neee  пространства  связаны условием  nV

ACCA 1* −= ,      (4) 
где С – матрица перехода от старого neee ,...,, 21  базиса к новому базису 

**
2

*
1 ,...,, neee . 

Определение 3. Вектор 0≠x  называется собственным вектором 
линейного оператора A~ , если найдется такое число λ , что  

xxA λ=)(~
.      (5) 

Число λ  называется собственным значением оператора A~  
(матрицы A ), соответствующим собственному вектору x . 
Для нахождения собственных значений используют так называемое 
характеристическое уравнение 

0=− EA λ ,      (6) 
где A  – матрица линейного оператора, E  – единичная матрица. 

Для нахождения координат собственного вектора, отвечающего 
собственному значению 0λ , решают уравнение 

,0)( 0 =− XEA λ       (7) 

где A  – матрица линейного оператора A~ , E  – единичная матрица, X  – 
матрица-столбец из искомых координат собственного вектора;  – 
матрица-столбец из координат нуль-вектора. 

0

Пример  9 .  Даны четыре вектора ),2;5;4(=a  ),1;0;3(=b  ),2;4;1(−=c  

)2;7;5(=d  в некотором базисе. Показать, что векторы cba ,,  тоже 

образуют базис и найти координаты вектора d  в этом базисе. 
Решение. Сначала покажем, что векторы cba ,,  образуют базис. Исходя 
из определения базиса, надо показать, что эти векторы являются 
линейно независимыми. Это  можно сделать двумя способами. 

1 способ. Составим улевую линейную комбинацию векторов н
cba ,,  и 0=++ cba γβα , найдем коэффициенты γβα ,,  этой 

комбинации. 
Запишем это равенство в координатной форме 

          . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
0
0

2
4
1

1
0
3

2
5
4

γβα
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Используя операции умножения вектора на число и равенство векторов, 
получим систему уравнений: 

           
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+
=−+

.022
,045
,034

γβα
γα
γβα

Решим эту систему, например, методом Гаусса: 
      

≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

0
0
0

212
405
134

≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

0
0
0

1020
21150

134
≈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

0
0
0

510
750
134

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

0
0
0

1800
750
134

 

        . 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=−
=−

⇒
0
0
0

34
75
018

α
β
γ

βγα
γβ

γ

Значит, нулевая линейная комбинация векторов cba ,,  имеет место, 
когда ,0=== γβα  а это значит, что эти векторы линейно независимы, 
а потому образуют базис. 

2 способ. Найдем ранг системы векторов cba ,, . Для этого 
составим матрицу, столбцами (или все равно что строками) которой 
будут координаты заданных векторов, и найдем ее ранг, например, 
методом элементарных преобразований. 

       ≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

212
405
134

≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

1020
21150

134
,3

10800
21150

134
=⇒

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
r  

т.к. матрица приведена к треугольной форме и в ней осталось три 
ненулевых строки. Так как ранг системы из трех векторов равен трем, то 
система линейно независима и, значит, образует базис трехмерного 
векторного пространства. 

Теперь найдем координаты вектора d  в базисе cba ,, . Для этого 

разложим вектор d  по базису cba ,, :  

         ,321 cxbxaxd ++=  

где  – координаты вектора d321 ,, xxx  в новом базисе cba ,, . 
Последнее равенство запишем в координатной форме 
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       . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

2
4
1

1
0
3

2
5
4

8
7
5

321 xxx

Отсюда получаем следующую систему уравнений: 

         
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+
=−+

.822
,745
,534

321

31

321

xxx
xx
xxx

Решим систему, например, методом Гаусса: 

≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

8
7
5

212
405
134

≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

22
3
5

1020
21150

134
≈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

11
1
5

510
750
134

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
≈

54
1
5

1800
750
134

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
≈

3
1
5

100
750
134

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+=
−=−

=

231

32

3

354
715

3

xxx
xx

x

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=
=

.1
,4
,3

1

2

3

x
x
x

 

Таким образом, в базисе cba ,, :   ).3;4;1(−=d  
Пример  1 0 .  Вектор )5;4;4( −=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его 

координаты в базисе *
3

*
2

*
1 ,, eee , если  

         ,21
*
1 eee +=  

         321
*
2 eeee +−= , 

         321
*
3 653 eeee −+−= . 

Решение. Матрицу перехода от базиса 321 ,, eee  к базису *
3

*
2

*
1 ,, eee  

найдем по формуле (1); она имеет вид . Найдем 

матрицу .  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

610
511
311

C

1−C

.4
610

511
311
=

−
−

−
==∆ C  

;1
61

51
11 =

−
−

=A  ;6
60

51
112 =

−
−=A  ;1

10
11

13 =
−

=A  
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;3
61
31

21 =
−
−

−=A  ;6
60
31

22 −=
−
−

=A  ;1
10
11

23 −=−=A  

;2
51
31

31 =
−

−
=A  ;8

51
31

32 −=
−

−=A  .2
11

11
33 −=

−
=A  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−=−

211
866

231

4
11C . 

Используя формулу (2), найдем 

   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−=

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

2/1
2
2/1

2
8
2

4
1

5
4

4

211
866

231

4
1

*
3

*
2

*
1

x
x
x

. 

Таким образом, )2/1;2;2/1( −=x . 

Пример  1 1 .  Матрица A  линейного оператора A~  задана в базисе 
321 ,, eee . Найти ее в базисе  

,321
*
1 eeee +−=      321

*
2 2eeee −+−= ,     321

*
3 32 eeee ++−=  

          . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=
111
112

100
A

Решение. По формуле (1) найдем матрицу  перехода от старого к 

новому базису: . 

C

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
=

321
211
111

C

Найдем . 1−C
;1=C    

;511 =A ;312 =A ;113 =A ;321 =A ;222 =A ;123 =A ;131 −=A ;132 −=A .033 =A  

Следовательно, 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=−

011
123
135

011
123
135

1
11C . 

По формуле (4) найдем 



© КРСУ Федорова Е.С., Шемякина Т.А.     Кафедра Высшей математики 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
321
211
111

111
112

100

011
123
135

*A = 

      
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

011
344
276

321
211
111

012
015
127

Пример  1 2 .  Найти собственные значения и собственные векторы 
линейного преобразования (оператора), заданного матрицей 

            . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

120
140

121
A

Решение. 
Составим характеристическое уравнение по формуле (6), т.е. 

0=− EA λ . 

            0
100
010
001

120
140

121
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
λ 0

120
140

121
=

−
−−

−−
⇔

λ
λ

λ
. 

Решим это уравнение, найдя определитель. 
            0)1(2)1)(4)(1( =−+−−− λλλλ ,         0)56)(1( 2 =+−− λλλ

       
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
=
=

⇔
=+−

=−
⇔

.3
,2
,1

,065
,01

3

2

1

2

λ
λ
λ

λλ
λ

Собственные значения 3,2,1 321 === λλλ  найдены. 

Найдем собственный вектор ),,( 321
1 xxxx = , соответствующий 

собственному значению ,11 =λ  используя формулу (7): 

         . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−−

0
0
0

1120
1140

1211

3

2

1

x
x
x

Из этого равенства получим систему уравнений: 

           
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=−+
=+−

.0020
,030
,020

321

321

321

xxx
xxx
xxx

Решим эту систему методом Гаусса: 
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  ≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

0
0
0

020
130
120

≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

0
0
0

200
100

120
≈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

0
0
0

000
100

120

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
01
01

00
20

. 

Следовательно, ранг системы уравнений равен 2, т.е. число базисных 
неизвестных 2. А так как число неизвестных системы равно 3, то число 
свободных неизвестных равно 1. Система имеет бесчисленное 

множество решений. Базисный минор ,02
10

12
≠=

−
−  т.е.  и  – 

базисные переменные,  – свободная. 

2x 3x

1x

Таким образом, ,13 xx =  ,2 32 xx −=−  .
2
1

12 xx =  Пусть 11 cx = , где  – 

любое не равное нулю действительное число. Тогда 

1c

11 cx = , 2/12 cx = , 
. Значит, 13 cx = );2/;( 111

1 cccx = , где  – собственный вектор, 
соответствующий собственному значению 

01 ≠c
11 =λ . 

Найдем собственный вектор ),,( 321
2 xxxx = , соответствующий 

собственному значению ,22 =λ  используя формулу (7). Получим 

систему уравнений:  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=−+
=+−−

.020
,020
,02

321

321

321

xxx
xxx
xxx

Применим гауссовские преобразования: 

                   ≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

0
0
0

120
120

121
,3,2

0
0
0

000
120
121

==⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−−

nr  

т.е. две переменные базисные, а одна – свободная. Базисный минор 

,02
20
21

≠=
−
−−

 поэтому  – базисные, а  – свободная переменная. 21, xx 3x

Таким образом, 
          ;2/2 3232 xxxx =⇔−=−        
          .0)2/1(22 331231 =⋅−=⇔+−=− xxxxxx  
Полагая  где ,,23 cx = 02 ≠c  но любое действительное число, получим 

);2/;0( 22
2 ccx =  – собственный вектор, соответствующий собственному 

значению .22 =λ  

Найдем собственный вектор ),,( 321
3 xxxx = , соответствующий 

.33 =λ  
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Получим систему уравнений: 

             
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=−+
=+−−

.0220
,00

,022

321

321

321

xxx
xxx

xxx

Решим ее методом Гаусса:  

≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

0
0
0

220
110

122
≈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−

0
0
0

000
110

122
⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−
01
01

10
22

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

−=

=

⇔
+−=−
≠==

,

,
2
1

,

,22
,0

33

31

32

231

332

cx

cx

cx

xxx
cxx

),;;2/( 333
3 cccx −=  

где  – любое, не равное нулю, действительное число. 3c
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IV. ПРИМЕНЕНИЕ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ  
К РЕШЕНИЮ ЭКОНОМИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 

 
Чтобы интерпретировать математически закономерности 

реальных явлений (в том числе и в экономике), строят  соответствующие 
им математические модели (ММ) относительно одной или нескольких 
переменных. Широкое распространение в экономических исследованиях 
получили линейные модели. Почти все линейные модели сводятся к 
системам алгебраических линейных уравнений или неравенств. 
Пример  1 3 .  Из некоторого листового материала необходимо 

выкроить 360 заготовок типа А, 300 заготовок типа Б и 675 заготовок 
типа С. При этом можно применять три способа раскроя. Количество 
заготовок, получаемых из каждого листа при каждом способе 
раскроя, указано в следующей таблице: 

Способ раскроя Тип 
заготовки 1 2 3 

A 3 2 1 
B 1 6 2 
C 4 1 5 

Определить количество листового материала, подлежащего раскрою 
каждым из способов, чтобы выполнить плановое задание по всем 
заготовкам. 

Решение. Обозначим через  количество листов материала, 
раскраиваемых соответственно первым, вторым и третьим способами. 
Тогда при первом способе раскроя  листов будет получено 3  
заготовок типа А, при втором – 2 , при третьем – 1 . Для полного 
выполнения задания по заготовкам типа А сумма 3 +2 +1  должна 
равняться 360, т.е. 

321 ,, xxx

1x 1x

2x 3x

1x 2x 3x

              3 +2 +1 =360. 1x 2x 3x
Аналогично получаем уравнения 
              +6 +2 =300, 1x 2x 3x
              4 + +5 =675, 1x 2x 3x
которым должны удовлетворять неизвестные  для того, чтобы 
выполнить задание по заготовкам Б и С. 

321 ,, xxx
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По смыслу задачи  .0,0,0 321 ≥≥≥ xxx
Таким образом, система: 

          

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥≥≥
=++
=++
=++

0,0,0
,67554
,30026
,36023

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx
xxx

выражает в математической форме условия выполнения всего задания 
по заготовкам A,B,C, а задача сводится к нахождению опорных 
неотрицательных решений системы линейных уравнений 

          
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

.67554
,30026
,36023

321

321

321

xxx
xxx
xxx

Применим алгоритм нахождения опорных решений, основанный на 
методе Жордана-Гаусса 

        
75,168

300
min120

675
300
360

514
261
123 −

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
≈−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
≈ min75,33

180

195
180
120

3/113/50
3/53/160
3/13/21

 

        ≈
−⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
≈

min15
108
170

4/1005
4/135
2/195

16/6700
16/510
8/101

 

.15,15,90
15
15
90

100
010
001

321 ===⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
≈ xxx  

Ответ: 90 листов материала следует раскраивать первым способом, 
            15 листов – вторым способом и 15 – третьим способом. 
 
Пример  1 4 .  Предприятие состоит из трех цехов, каждый выпускает 

один вид продукции. Расходные коэффициенты («прямые» затраты) 
 – количество единиц продукции i-го цеха, используемое как 

«сырье» для выпуска единицы продукции j-го цеха, заданы матрицей 
А. Количество единиц продукции i-го цеха, предназначенных для 
реализации (конечный продукт), задается матрицей Y. 

ija

Определить: 
1) коэффициенты полных затрат; 
2) валовой выпуск (план) для каждого цеха; 
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3) производственную программу цехов; 
4) коэффициенты косвенных затрат. 

          1,002,0
02,00

A ;             
⎞

⎜
⎜
⎛

= 100
200

Y . 

Решение. Обозначим производственную программу завода через 

где  – валовой выпуск продукции i-го цеха, а план выпуска 

товарной п  – через
⎞

⎜
⎜
⎛

= 2

1

y
y

Y  (он задан по условию). 

и завода можно представить 
следующей системой трех уравнений 

       
+−

=++−
=++−

(
,)(
,)(

321313

23232221212

13132121111

xaxax
yxaxaxax
yxaxaxax

 

iii

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

2,01,00 ⎠
⎜
⎝300

 
⎟
⎟
⎟

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

x
x
x

X ,  ix

родукции  
⎟
⎟
⎟

⎠
⎜
⎝ 3y

Тогда производственные взаимосвяз

  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+ ,) 33332 yxa
где a 332211 xaxax ++  – внутрипроизводственное потребление i-го 

м эту систему в матричной форме 
          

где
⎞

⎜
⎜
⎜
⎛

= 010
001

E . 

1) й 
х внутрипроизводственных затрат. 

Выполнив расчеты, получим 
⎞

⎜
⎜
⎛

=− − 13,006,121,0
03,021,004,1

)( 1AE . 

о в
мо затратить продукции 

цеха, .3,2,1=i  
Запише

 ,)()( 1YAEXYXAEYAXX −−=⇒=−⇔=−  

 
⎟
⎟
⎟

⎠⎝ 100

Элементы обратной матрицы 1)( −− AE  будут представлять собо
искомые коэффициенты полны

⎟
⎠

⎜
⎝ 27,113,003,0

Таким образ м, например, для ыпуска единицы продукции первого, 
второго и третьего цехов необходи

⎟
⎟

соответственно 1,04; 0,21 и 0,03 единиц. 
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2) Для определения валового выпуска продукции цехов воспользуемся 
равенством

238
1
20003,021,004,11 ⎟

⎞
⎜
⎛

⎟
⎞

⎜
⎜
⎛
⎟
⎞

⎜
⎛

⎟
⎞

⎜
⎛ x

=238, =187, =400. 
3) Производственную пр му каждого из цехов ределим из 

соотношения

 YAEX 1)( −−= : 

.70013,006,121,02 ⎟⎜=⎟⎟⎜=⎟⎜ x  
40030027,113,003,03

⎟
⎠

⎜
⎝

⎟
⎠

⎜
⎝
⎟
⎠

⎜
⎝

⎟
⎠

⎜
⎝ x
Следовательно

18

, 1x 2

ограм оп
x 3x

 :)3,2,1;3,2,1( === ixax ikik  kk

;0238011111 =⋅== xax         ;371872,021212 ≈⋅== xax  
;0400031313 =⋅== xax         ;482382,012121 ≈⋅== xax  
;0187022222 =⋅== xax         ;404001,032323 =⋅== xax  
;0238013131 =⋅== xa          ;191871,023232x ≈⋅== xax  

.804002,033333 =⋅=x  = ax
 резул м следующую балансовую т и

утрип зводс
потр ние 

В ьтате получи  абл цу: 

Вн рои
е е

т. 
блЦеха 

Итого 

1 2 3 ∑ ikx  
Ко  

прод
Валовой 

вып ix  
нечный
укт )( iy  уск ( )

1 0 37 0 37 200 238 
2 48 0 40 88 100 187 
3 0 19 80 99 300 400 

4) Косвенные затраты найдем по формуле .)( 1 AAE −− −  

⎞

⎜

⎜

⎝

⎛
⎟
⎞

⎜
⎛

⎟
⎞

⎜
⎛

03,0

03,001,004,102,0003,021,004,1

Зам олнены с
Пр 5 .  Имеется три страны национальный доход 

каждой равен соответственно Известна структурная 
матрица  

⎞
⎜
⎛

04/1

2/14/13/1

торговли этих стран, где  – доля национального дохода, которую 

страна тратит на покупку товаров у страны

        ⎟⎜=⎟⎜−⎟⎜ 03,006,101,01,002,013,006,121,0 . 
⎟

⎟
⎠

⎟
⎠

⎜
⎝

⎟
⎠

⎜
⎝ 07,103,02,01,0027,113,003,0

ечание. Все расчеты в задаче вып  точностью до 0,01. 
имер  1 ,,, 321 SSS  

321 ,, xxx . 

⎟
⎟

⎠
⎜
⎜

⎝

=
3/1

2/12/13/1A  
⎟

 ija

 )3,2,1( =jS j   )3,2,1( =iSi . 
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Будем считать, что весь национальный доход тратится на закупку 
товаров либо внутри страны, либо на импорт из других стран, 

поэтому  ( ).3,2,1;3,2,1,1
1

===∑
=

ija
n

i
ij

Требуется найти национальные доходы стран для сбалансированной 
торговли. 

Решение. Для любой страны )3,2,1( =iSi  выручка от внутренней и 
внешней торговли составит: .332211 xaxaxap iiii ++=  
Для сбалансированной торговли необходима бездефицитность торговли 
каждой страны )3,2,1( =iSi , т.е. выручка от торговли каждой страны 
должна быть не меньше ее национального дохода: ).3,2,1( =≥ ixp ii  
Если считать, что то получим систему неравенств ,ii xp >

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>++
>++
>++

.
,
,

3333232131

2323222121

1313212111

xxaxaxa
xxaxaxa
xxaxaxa

Сложив все неравенства этой системы, получим 
1312111 )( xaaa ++ + 2322212 )( xaaa ++ + 3332313 )( xaaa ++ > 

> .321 xxx ++  
Учитывая, что в структурной матрице сумма элементов каждого столбца 
равна единице, получим противоречивое неравенство 
          > 321 xxx ++ .321 xxx ++  
Таким образом, неравенство )3,2,1( => ixp ii  невозможно, и условие 

 принимает вид ii xp ≥ ).3,2,1( == ixp ii  С экономической точки 
зрения это понятно, так как все страны не могут  одновременно 
получать прибыль. Задача сводится к решению системы уравнений: 

          
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

.
,
,

3333232131

2323222121

1313212111

xxaxaxa
xxaxaxa
xxaxaxa

Запишем систему в матричной форме  где  – матрица 

из национальных доходов стран. Таким образом, эта же задача в свою 
очередь сводится к отысканию собственного вектора матрицы 

,XAX =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

x
x
x

X

A , 
отвечающего собственному значению 1=λ . 
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Используем уравнение ,0)( =− XEA  где  – нуль-матрица. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

x
x
x

X

         . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
0
0

)
100
010
001

04/13/1
2/12/13/1
2/14/13/1

(

3

2

1

x
x
x

Получаем систему уравнений: 

         

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=−+

=+−

=++−

.0
4
1

3
1

,0
2
1

2
1

3
1

,0
2
1

4
1

3
2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решим систему, например, методом Гаусса.  

≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

0
0
0

14/13/1
2/12/13/1
2/14/13/2

≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

0
0
0

6/16/10
2/14/10

2/14/13/2

≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
≈

0
0
0

000
3/112/10

2/14/13/2
⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
02/1
02/1

4/10
4/13/2

 

 
2=r  – число базисных неизвестных; 3=n  – число неизвестных 

системы уравнений; 123 =−=− rn  – число свободных неизвестных. 
Система неопределенная. 

Из последней матрицы ,2
2
1

4
1

3232 xxxx =⇔=  где ,03 ≠= cx   

– любое действительное число, т.е. 

c

.22 cx =  

       .
2
32

8
3

4
3

8
3

4
3

4
1

2
1

3
2

231232 cccxxxxxx =⋅+=+=⇔−−=−  

Таким образом, .;2;
2
3

321 cxcxcx ===  

Полученный результат означает, что сбалансированность 
торговли трех стран достигается при векторе национальных доходов 
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);2;
2
3( cccx = , т.е. при соотношении национальных доходов стран 

1:2:
2
3  или 3 : 4 : 2. 
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V. ТИПОВОЙ РАСЧЕТ 
 

Вариант 1 

1. Найти TBBA
2
1)(3 1 −− , если , . 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

401
210
321

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

120
242
031

B

2. Вычислить:  

     a)

5487
3/213/53/4
3/73/23/83/5

32/32/92/3

−−−
−−−
−−−
−−−

,       b) 

21235
48677
59513

36344
24355

−−−
−

−−−
−

−−

. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−+
=+−+
=−+−

.05997
,01637
,028942

321

321

321

xxx
xxx

xxx

4. Найти все базисные решения системы 

      

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++
=++
=++−
=++

.0
124
,12
,3245

4321

321

4321

431

xxxx
xxx

xxxx
xxx

5. Найти все существующие опорные решения системы 

       
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−++
=+−++
=+−++

.1153533
,93432

,5323

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
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6. Показат торы ;1;2;1(1 −−=a a , )4;1;2;1(3 =a  и ь, что век , )2 )1;0;3;2(2 −=

)0;1;3;1(4 −=a образуют базис пространства и найти  

;7(=b

 4V ,  координаты

вектора 2;1;14 − ) в этом базисе. 
7. Вектор )4;2;1(=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

,ee , если =
++=

.

,3

321
'
3

'
2

321
'

1

eeee
e

eeee
 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
базисе '

1,e '
3

'
2 − ,)2/3( 21 ee  

1
8. Матрица ⎟

⎟

⎠

⎜
⎜

⎝

−= 112A  задана в базисе 321 ,, eee
⎟

⎞

⎜

⎛

− 111

00
. Найти ее в 

базисе ' eeee 3211 +−= ,   ' eee 3212 2e−+−= ,   eee 321
'
3 2e + . 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей ⎟
⎟
⎞

⎜
⎜

−−
−

252
2

. 

10. Структурная матрица торговли трех стран имеет вид 

⎜
⎜
⎜

⎝ 4/100
4/23/23/1 . Найт ные доходы стран для 

сбалансированной торговли.  

Вариант 2 

1. Найти

+−=
 

⎟
⎠

⎜
⎝

⎛ −

900

47

⎞⎛ 4/13/13/2

 

321 ,, SSS  

⎟
⎟
⎟

⎠

и националь

 

 21

2
1)(4 BBA −− , если

числить:  

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−=

145
234

121
A , 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
122
816
340

B . 

2. Вы

21332
42465
23513

−−
−−−− . 

15723
23212

−−

−−
2/12/12/12/1 3532

2/12/12/1

2/12/12/1

2/12/12/12/1

1510622
6515210

3210216

⋅
⋅

⋅− ,       b)      a)
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3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления в) методом Гаусса. 

    ⎪⎨
⎧

=−+−
=−−+

,02232
,022

321

321

xxx
xxx

 

⎧

−=−−
−=−
−=−−−
−=+−

.1
,85
,7532

,124

432

4

4

321

xxx
x
xxxx

xxx

 

 все существующие опорн е решения системы 

=
=+++

,113
,52

5x
xxxx

,  векторы

; 

 
⎪
⎩ =−++ .083 321 xxx

4. Найти все базисные решения системы   ⎨ +− 73 321

321

xxx
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪

5. Найти ы

      
⎪
⎩

⎪
⎨

−++
+−++

.1453533
432

54321

4321

4321

xxxxx
xxxx  

Показать  что

⎧

=+

6.  )1;1;1(1 =a , )2;1;1(2 =a  и )3;2;1(3 =a  образуют 

базис прост  3V , и найти аты вектора )14;9;6(=bранства  координ в 

Вектор )6;
этом базисе. 

7. 3;1(=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee  если −=

++=
,)3/4(
,4

21
'
2

321
'

1

e
eee
eeee

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−= .321
'
3 eee

 

8. Матрица ⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎛

= 01
110

A  задана в базисе 
⎟
⎠

⎜
⎝ 112
1  321 ,, eee . Найт ее в базисе и 

3211 eeee ' +−= ,   3212 2eeee '
321

'
3 2 eeee ++−= . −+−= ,   

9. ственные векторы линейного 

⎠

⎞

⎜
⎝

⎛

−

−−

3/73/23/2
01

3/43/23/5

турная матрица торговли четырех стран имеет вид 

Найти собственные значения и соб

преобразования, заданного матрицей ⎟
⎟

⎜
⎜

0 . 
⎟

 4321 ,,, SSSS  10. Струк
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

2,03,03/1
02,06,03/1
6,05,01,00
3,01,003/1

. 

Найти национальные доходы стран для сбалансированной торговли.  

Вариант 3 

йти если 3
312

A

2. Вычислить:  

   a

  

⎟
⎠

⎜
⎝ 1,0

 

1. На 1 TAAB )2(5 12 −+ ,  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

121
4 , 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

132
201
320

B . 

51712
18746
32432
34523

12532

−
−−

−−

2/12/1

2/12/1

2/12/1

2/12/1

10/12/12/110/2
10/22/12/110−

−− ,   b) ) 

10/12/110/2
10/22/12/110
−

−

−−
−−

2
−

−−
−− . 

темы линейных уравнений и 
 Крамера; б) средствами 

матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

⎨

⎧

=+
=++++
=++++
=++++

.9102
588382602848

,436261452136
,284140301424

54

54321

4321

54321

xx
xxxxx

xxxx
xxxxx

 

5. Найти все сущ ис

    ⎨
−=+++−

++
++

.1151132
326
753

4321

4321

32

xxxx
xxx
xxx

3. Доказать совместность данной сис
решить ее тремя способами: а) по формулам

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=−+
=−+

.0105
,0163
,052

32

31

21

xx
xx

xx
      

4. Найти все базисные решения системы 

     ⎪
⎪

5x

⎪⎩ +++ 699753560 321 xxx
ествующие опорные решения с темы 

⎪
⎧

=−
=−

,24
,12 41

x
x

 

⎪

  
⎪
⎩
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6. Показать ры )4;2;1;3(1, что векто =a , )2;4;3;1(2 −=a , )1;3;4;2(3 =a  и −−

)3;1;2;4(4 −=a образуют базис пространства и найти  

11(=b

 4V ,  координаты

вектора 7;1;27; − ) в этом базисе. 
7. Вектор )8;4;1( −=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

,ee , если =
−+=

.

,3

321
'
3

'
2

321
'

1

eeee
e

eeee
 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
базисе '

1,e '
3

'
2 − ,)4/3( 21 ee  

2
8. Матрица ⎟

⎟

⎠

⎜
⎜

⎝

−= 112A  задана в базисе 32 ,, eee
⎟

⎞

⎜

⎛

− 210

30

1 . Найти ее в 

базисе ' eeee 3211 +−= ,   ' eee 3212 2e−+−= e,   e 321
'
3 2 ee ++−= . 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

10. он каждого 
ж го вклю го в . 
питательного вещес  B. При этом льзуются ко 2 и K3. 
Данные о содержани  веществ в одной весо й единице 
кор и ее стоимост риведены в следующей таблице: 

Содержание пит.вещества 

 

преобразования, заданного матрицей 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

502
232
447

. 

  Для откорма животных на ферме в ежедневный раци
ивотно чается 6 ед. питательно ещества A и 7 ед

рма Kтва испо 1, K
и питательных во

ма и п
Корм Стоимост .корма 

A B (ден.ед.) 
ь ед

K1 2 1 5 
K2 1 2 1 
K3 3 1,5 3 

Определить состав еженеде а для откорма животных 
стоимостью в 7 ден.ед., содержащего норму питательных веществ. 
 

Вариант 4 

1. Найти если

2. Вычислить:  

льного рацион

 

 TBAAB 3)( 21 −− ,  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

012
210
231

A , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

412
112
013

B . 
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   a) 

2231
1123
4112
3145

−

,       b) 

73356
86854
24275

33432
54295

−−
−−

−−−
−−
−−

. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−
=−+−
=−++

.03651110
,015235
,015327

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4. Найти все базисные решения системы 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=+++

.2749
,42253
,6372

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

5. Найти все существующие опорные решения системы 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−−
=+−++
=−+++

.52325
,192436
,1663752

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

6. Показать, что векторы )5;3;6;1(1 −=a , )3;5;1;6(2 −=a , 

)6;1;5;3(3 −−−=a  и )1;6;3;5(4 −=a образуют базис пространства , и 

найти координаты вектора 

4V

)41;37;53;4( −−=b в этом базисе. 
7. Вектор )1;4;2(=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=
++=

.
,3

,)2/3(

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee

eeee
 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

120
111
011

A 321 ,, eee . Найти ее в базисе 

321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 
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9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−

3/133/23/2
3/23/53/2

223

10. Структурная матрица торговли четырех стран  имеет вид 

. Найти национальные доходы стран для 

сбалансированной торговли.  

4321 ,,, SSSS

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

03,05,04,0
1,003,03,0
7,04,02,02,0
2,03,001,0

 
Вариант 5 

1.Найти 21)(
5
1)(

5
3 −+− AAB T , если , . 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

435
131
223

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

8/110
005/2
13/12/1

B

2. Вычислить:  

   a) 

1231
2113
1317
0112

−
,       b) 

2516940
54320
11110
00321
00111

. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−
=−−+
=−++

.01353
,0872
,042

321

321

321

xxx
xxx

xxx

 
4. Найти все базисные решения системы 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=++−
=++−
=++−

.81433
,54326
,46539

4321

4321

4321

xxxx
xxx
xxxx

5. Найти все существующие опорные решения системы 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−+−−
=+−+−
−=+−−+−

.43253
,1432

,92543

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

6. Показать, что векторы )1;3;3(1 =a , )1;2;2(2 −=a  и )1;1;2(3 =a  

образуют базис пространства , и найти координаты вектора 3V
)4;0;9(=b  в этом базисе. 

7. Вектор )1;3;6(=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=
++=

.
,4

,)3/4(

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee

eeee
 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

121
111
002

A 321 ,, eee . Найти ее в 

базисе 321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

411
252
116

10.  Химическое предприятие состоит из трех цехов, выпускающих 
одинаковую продукцию. Расходные коэффициенты aij – количество 
единиц продукции i-го цеха, используемые как «сырье» для выпуска 
единицы продукции j-го цеха, заданы матрицей A. Количество 
единиц продукции i-го цеха, предназначенных для реализации 
(конечный продукт), задается матрицей Y. Определить: 1) валовой 
выпуск (план) для каждого цеха; 2) производственную программу 

цехов. , . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

4,002,0
3,01,00
1,02,05,0

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

200
100
100

Y

 
Вариант 6 
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1. Найти TBAAB )
2
12( 21 +− − , если

числить:  

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

111
122
110

A , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

041
241
132

B . 

2. Вы

32573

43173125

48203225
134549475
132539475

,      b)
21141
57394

−
−−−
−−− .      a)
32565
21343

−
−−

Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

    
=−−+
=−+−

.0872
,01353

321

321

xxx
xxx  

айти все базисные решения системы 

⎪
⎧

=−++
=+++

=+++
=+++

.767
,54322

,35232
,22223

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

5. Найти все существующие опорные решения системы 

    =−+++
.12

,203493
,3

5321

4

xxxx
x

 

ь, что

3. 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ =−++ ,042 321 xxx

4. Н

     ⎪
⎪
⎨ =−++ ,1549 4321 xxxx  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎩ −=−+−−−

=+−++

235

152572

54321

4

5321

xxxxx
x

xxxx
⎪
⎨

⎧

6. Показат  векторы )4;2;3;9(1 −=a , )2;4;9;3(2 −=a , 

)3;9;4;2(3 −−−=a  и )9;3;2;4(4 −=a  образуют базис п

 коорди ктора

ространства 4V , 

 )23;55;59;95(=b ви найти наты ве  этом базисе. 
7. Вектор )8;4;1(=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=
++=

.
,)4/5(
,5

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee
eeee
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8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=
121
103

201
A 321 ,, eee . Найти ее в 

базисе 321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
411
141

005

10. Химическое предприятие состоит из трех цехов, выпускающих 
одинаковую продукцию. Расходные коэффициенты aij – количество 
единиц продукции i-го цеха, используемые как «сырье» для выпуска 
единицы продукции j-го цеха, заданы матрицей A. Количество 
единиц продукции i-го цеха, предназначенных для реализации 
(конечный продукт), задается матрицей Y. Определить: 1) валовой 
выпуск (план) для каждого цеха; 2) производственную программу 

цехов. , . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1,03,00
3,02,01,0

01,04,0
A

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

200
400
300

Y

 
Вариант 7 

1. Найти , если , . 12 )2(3 −+− ABAT

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

111
011
020

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

020
121
3/13/23/1

B

 
 
2. Вычислить:  

     a) 

2332
1245
1160
3433 −−

,       b) 

32100
22100
11100
66643
55521

. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−−
=−−+
=−+−

.06523
,020432

,0632

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4. Найти все базисные решения системы 

      

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++−
=+++−
=+++−
=+++−

.1224
,9138436
,354236

,2322

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

xxxxx

5. Найти все существующие опорные решения системы 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−−+−
=−+−+
=+−++

.3422
,35222
,94322

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

6. Показать, что векторы )0;2;1(1 =a , )0;3;0(2 −=a  и )1;1;2(3 =a  

образуют базис пространства , и найти координаты вектора 3V
)1;9;3(=b  в этом базисе. 

7. Вектор )1;4;8(=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=
++=

.
,5

,)4/5(

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee

eeee
 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

113
210
101

A 321 ,, eee . Найти ее в базисе 

321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
211
121

003

10. Химическое предприятие состоит из трех цехов, выпускающих 
одинаковую продукцию. Расходные коэффициенты aij – количество 
единиц продукции i-го цеха, используемые как «сырье» для выпуска 
единицы продукции j-го цеха, заданы матрицей A. Количество 
единиц продукции i-го цеха, предназначенных для реализации 
(конечный продукт), задается матрицей Y. Определить: 1) валовой 
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выпуск (план) для каждого цеха; 2) производственную программу 

цехов. , . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3,01,00
02,03,0
1,002,0

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

200
300
400

Y

 
Вариант 8 

1. Найти , если , . TBABA 3)( 21 −−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

111
112
111

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
101
013
102

B

2. Вычислить:  

     a)

1413
1121
0312
2432

−
−

−
−−

,       b)

103541
27772
21161153
1310732
54321

−
. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−−
=−−+

=−−+

.0334
,02638

,01

321

321

321

xxx
xxx

xxx

4. Найти все базисные решения системы 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−−
=++−
=++−

.1151132
,23264
,17532

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

5. Найти все существующие опорные решения системы 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+++
=−−−+
−=+−+−−

.233562
,24235

,22347

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

6. Показать, что векторы )4;0;5;8(1 −=a , )0;4;8;5(2 =a , )5;8;4;0(3 −−=a  

и )8;5;0;4(4 −=a образуют базис пространства , и найти 

координаты вектора 

4V

)17;104;7;96(=b в этом базисе. 
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7. Вектор )10;5;2(=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=
++=

.
,)5/6(
,6

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee
eeee

 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

102
101
311

A 321 ,, eee . Найти ее в базисе 

321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

100
121
112

10. Химическое предприятие состоит из трех цехов, выпускающих 
одинаковую продукцию. Расходные коэффициенты aij – количество 
единиц продукции i-го цеха, используемые как «сырье» для выпуска 
единицы продукции j-го цеха, заданы матрицей A. Количество 
единиц продукции i-го цеха, предназначенных для реализации 
(конечный продукт), задается матрицей Y. Определить: 1) валовой 
выпуск (план) для каждого цеха; 2) производственную программу 

цехов. , . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1,03,00
01,02,0
4,02,01,0

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

500
400
300

Y

 
Вариант 9 

1. Найти , если , . 21 2)3( ABA T +− −

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

412
112
013

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

211
213
200

B

2. Вычислить:  
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     a)

1111
0214
1211
2405

−
,       b)

32111
14321
12113

24312
22434

−−−
−
−

−−−
−

. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+−−
=−++

.05
,01342
,08243

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4. Найти все базисные решения системы 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=+++

.13103129
,75286

,3243

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

5. Найти все существующие опорные решения системы 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−−−−
=+−++
=++++

.162343
,312795
,85423

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

6. Показать, что векторы )0;2;1(1 =a , )1;1;3(2 −=a  и )2;3;0(3 =a  

образуют базис пространства , и найти координаты вектора 3V
)0;7;7(=b  в этом базисе. 

7. Вектор )1;5;10(=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=
++=

.
,6

,)5/6(

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee

eeee
 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

110
102
111

A 321 ,, eee . Найти ее в базисе 

321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 
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9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

211
232
104

10. Химическое предприятие состоит из трех цехов, выпускающих 
одинаковую продукцию. Расходные коэффициенты aij – количество 
единиц продукции i-го цеха, используемые как «сырье» для выпуска 
единицы продукции j-го цеха, заданы матрицей A. Количество 
единиц продукции i-го цеха, предназначенных для реализации 
(конечный продукт), задается матрицей Y. Определить: 1) валовой 
выпуск (план) для каждого цеха; 2) производственную программу 

цехов. , . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1,01,03,0
3,002,0

02,01,0
A

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
100
500

Y

 
Вариант 10 

1. Найти , если , . 12 )2( −− ABA T

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−
=

122/5
022/3
212/1

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−

=
211
313
122

B

 
 
 
2. Вычислить:  

     a) 

1621
3211
5752
2311

−
−

−

,       b) 

01030
57482
05010
19341
01070

. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++
=−+−
=−−+

.0132
,09232

,0785

321

321

321

xxx
xxx

xxx

4. Найти все базисные решения системы 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=++−
=++−

.42369
,33446
,24523

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

5. Найти все существующие опорные решения системы 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−−−
=+−+−
=−++−

.172357
,102823
,762534

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

6. Показать, что векторы )3;1;4;7(1 −=a , )1;3;7;4(2 −=a , 

)4;7;3;1(3 −−−=a  и )7;4;1;3(4 −=a  образуют базис пространства , 

и найти координаты вектора 

4V

)42;119;10;35(=b в этом базисе. 
7. Вектор )12;6;1(=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=
++=

.
,)6/7(
,7

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee
eeee

 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

011
120
211

A 321 ,, eee . Найти ее в базисе 

321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

3/113/23/2
252

3/23/23/19

10 Химическое предприятие состоит из трех цехов, выпускающих 
одинаковую продукцию. Расходные коэффициенты aij – количество 
единиц продукции i-го цеха, используемые как «сырье» для выпуска 
единицы продукции j-го цеха, заданы матрицей A. Количество 
единиц продукции i-го цеха, предназначенных для реализации 
(конечный продукт), задается матрицей Y. Определить: 1) валовой 
выпуск (план) для каждого цеха; 2) производственную программу 

цехов. , . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1,000
2,01,00
3,02,01,0

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

300
200
100

Y
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Вариант 11 

1. Найти , если , . 21 4)(3 BBA T −−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−=
151
342

243
A

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−=

212
221
130

B

2. Вычислить:  

     a) 

136153
51102
1120
3251

−−−

−

,   b) 

51,0000
9041,000

8006031,00
50004003021,0
1010100101 43

. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+−
−=−+

.152
,134
,2

321

321

321

xxx
xxx

xxx

 
 
 
4. Найти все базисные решения системы 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−
=−+−
=−+−

.18311424
,7436
,5732

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

5. Найти все существующие опорные решения системы 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−+−+−−
=+−+−+−
=+−++−−

.22
,6233
,12432

7654321

7654321

7654321

xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx

6. Показать, что векторы )1;2;2(1 =a , )1;3;1(2 −=a  и )1;0;1(3 −−=a  

образуют базис пространства , и найти координаты вектора 3V
)2;8;1( −−=b  в этом базисе. 
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7. Вектор )1;6;12(−=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=
++=

.
,7

,)6/7(

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee

eeee
 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

111
120
021

A 321 ,, eee . Найти ее в базисе 

321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 511
041
014

10. Из Бишкека в Ош необходимо перевезти оборудование трех типов: I 
типа – 95 ед., II типа – 100 ед., III типа – 185 ед. Для перевозки 
оборудования завод может заказать три вида транспорта. Количество 
оборудования каждого типа, вмещаемого на определенный вид 
транспорта, приведено в следующей таблице: 

Вид транспорта Тип оборудования 
T1 T2 T3

I 3 2 1 
II 4 1 2 
III 3 5 4 

Установить, сколько единиц транспорта каждого вида потребуется 
для перевозки оборудования из Бишкека в Ош. 

 
Вариант 12 

1. Найти , если , . TBAA )32( 21 −−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

321
232
185

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−=

501
313
020

B

2. Вычислить:  
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       a) 

7/37/17/27/1
2/55/42/93/2

155/21123
2/35/22/53/1

−−
−
−
−

, b) 

21235
48677
59513

36344
24355

−−−
−

−−−
−

−−

. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+++
=++−

.054
,0124
,0732

21

321

321

xx
xxx
xxx

4. Найти все базисные решения системы 

      

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++++
−=+−+
=++++
=++++

.22369
,7223
,32423
,132546

54321

4321

54321

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx
xxxxx

5. Найти все существующие опорные решения системы 

     

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++−
=−+−
=+−+−
−=−+−−

.5232
,13
,3

,92

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

6. Показать, что векторы )4;2;3;6(1 −=a , )2;4;6;3(2 −=a , 

)3;6;4;2(3 −−=a  и )6;3;2;4(4 −=a  образуют базис пространства , и 

найти координаты вектора 

4V

)35;100;9;2(=b  в этом базисе. 
7. Вектор )14;7;1(−=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=
++=

.
,)7/8(
,8

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee
eeee

 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

112
011
103

A 321 ,, eee . Найти ее в 

базисе 321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 
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9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

3/113/23/2
3/43/133/2

005

10.  Химическое предприятие состоит из трех цехов, выпускающих 
одинаковую продукцию. Расходные коэффициенты aij – количество 
единиц продукции i-го цеха, используемые как «сырье» для выпуска 
единицы продукции j-го цеха, заданы матрицей A. Количество 
единиц продукции i-го цеха, предназначенных для реализации 
(конечный продукт), задается матрицей Y. Определить: 1) валовой 
выпуск (план) для каждого цеха; 2) производственную программу 

цехов , . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

2,01,00
1,002,0

02,00
A

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

400
200
300

Y

 
Вариант 13 

1. Найти 21)4(
2
1 −− AABT , если , . 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−=
653
241

113
A

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

103
210
420

B

2. Вычислить:  

     a) 

2164
7295
4173
2152

−
−

−−
−

,       b) 

34562
21423

32946
78724
54312

−−
−−

−−−
−−
−−

. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−+
=++−
=−++

.052
,07623

,0285

321

321

321

xxx
xxx

xxx

4. Найти все базисные решения системы 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−++
=+−++
=+−++
=+−++

.633242
,11472
,534563

,4232

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

5. Найти все существующие опорные решения системы 

     

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=−+−−−
=++−−

=+++−−
=−+−+

.5222
,33

,92223
,1462

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

6. Показать, что векторы )2;2;3(1 −−=a , )1;2;3(2 −−=a  и )1;1;1(3 −=a  

образуют базис пространства , и найти координаты вектора 3V
)5;1;4( −−=b  в этом базисе. 

7. Вектор )4;2;3(−=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=
−+=

.
,)2/1(
,

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee
eeee

 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

131
200
112

A 321 ,, eee . Найти ее в базисе 

321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

3/53/23/2
3/43/73/2

003

10. Химическое предприятие состоит из трех цехов, выпускающих 
одинаковую продукцию. Расходные коэффициенты aij – количество 
единиц продукции i-го цеха, используемые как «сырье» для выпуска 
единицы продукции j-го цеха, заданы матрицей A. Количество 
единиц продукции i-го цеха, предназначенных для реализации 
(конечный продукт), задается матрицей Y. Определить: 1) валовой 
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выпуск (план) для каждого цеха; 2) производственную программу 

цехов , . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

4,06,07,0
5,003,0

01,02,0
A

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

300
100
200

Y

 
Вариант 14 

1. Найти TAAB )
3
1()(

2
1 12 −− , если , . 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

012
134
111

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

103
212
100

B

2. Вычислить:  

     a) 

5276
4323
8589

7453

−−
−−
−−

−−

,     b) 

34562
21423

32946
78724
54312

−−
−−

−−−
−−
−−

. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−
=+++
=−+−

.012
,02223

,022

321

321

321

xxx
xxx

xxx

4. Найти все базисные решения системы 

      

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++++
=++++
=++++
=++++

.12372
,02324
,43224
,543236

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

 
5. Найти все существующие опорные решения системы 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−
=−−
−=+−−

.32
,545

,1447

421

431

4321

xxx
xxx
xxxx
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6. Показать, что векторы )5;1;0;4(1 −=a , )1;5;4;0(2 −−=a , )0;4;5;1(3 −=a  

и )4;0;1;5(4 =a  образуют базис пространства , и найти 

координаты вектора 

4V

)7;3;37;29(=b  в этом базисе. 
7. Вектор )1;3;12( −=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−−=

++=

.
,2

,)3/2(

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee

eeee
 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

101
203
212

A 321 ,, eee . Найти ее в базисе 

321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

322
232
667

10. Трикотажная фабрика использует для производства продукции два 
вида сырья. Все необходимые данные приведены в таблице: 

Затраты на единицу изделия Сырье Запах сырья
свитер пуловер костюм 

Чистая 
шерсть 

160 0,4 0,2 0,8 

Силон 60 0,2 0,1 0,2 
Прибыль за изделие 

(ден.ед.) 
16 15 

 
22 

Найти план выпуска изделий, если сырье расходуется полностью, а 
прибыль должна составлять 6800 ден.ед. 

 
 
 

Вариант 15 

1. Найти , если , . ABBA T 21 3)(2 −−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

432
0114
057

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−=

211
010
120

B

2. Вычислить:  
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     a) 

5432
4213
7364
4125

,       b) 

11112
11121
11311
13111
41111

. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++
=−−−
=−++

.0643
,012

,05322

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4. Найти все базисные решения системы 

      

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+++
=+++
=+++
=+++
=+++

.202975
,122773
,73892
,2254

,332

4321

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

5. Найти все существующие опорные решения системы 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−++
−=+++−−
=−++++

.195322
,12342
,163222

654321

65432

654321

xxxxxx
xxxxx

xxxxxx

6. Показать, что векторы )3;2;2(1 =a , )3;2;1(2 =a , )1;1;1(3 =a  образуют 

базис пространства , и найти координаты вектора 3V )10;7;5(=b  в 
этом базисе. 

7. Вектор )3;6;2( −=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=
−+=

.
,)3/2(
,2

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee
eeee

 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=

121
104
210

A 321 ,, eee . Найти ее в 

базисе 321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 



© КРСУ Федорова Е.С., Шемякина Т.А.     Кафедра Высшей математики 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

522
696
2213

10.  При подкормке посева надо внести на 1 га почвы 69 ед. химического 
вещества A, 84 ед. вещества B и 39 ед. вещества C. В единице массы 
удобрения Y1 содержится 3 ед. химического вещества A, 2 ед. 
вещества B и 3 ед. вещества C, а в единице массы удобрения Y2 
содержится соответственно 16, 4 и 6 ед. химических веществ A,B и 
C. Цена удобрения Y1 за единицу массы составляет 4 ден.ед., 
удобрения Y2 – 12 ден.ед. Определить количество удобрений, 
которое следует приобрести, при условии соблюдения указанных 
норм содержание в них химических веществ, если на приобретение 
удобрений отпущено 64 ден.ед. 

 
Вариант 16 

 1. Найти , если , . TBBA )(32 12 −−
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

310
021
032

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

172
353
121

B

2. Вычислить:  

     a) 

1403
3234
1013
2421

−
−
−−

,       b) 

11121
11112
11311
41111
13111

. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=++−
=+++

.0244
,0422

,012

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4. Найти все базисные решения системы 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=+++

.2497
,45322
,1012535

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
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5. Найти все существующие опорные решения системы 

     

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=−++
=−−−−+
=−−+−+
=+−+−+−
=−+−++

.93233
,12

,6232
,32
,352

6521

654321

654321

654321

654321

xxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx

6. Показать, что векторы )6;0;1;5(1 −−=a , )0;6;5;1(2 −=a , )1;5;6;0(3 −=a  

и )5;1;0;6(4 =a  образуют базис пространства , и найти 

координаты вектора 

4V

)7;7;47;55(=b  в этом базисе. 
7. Вектор )3;4;2(=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−−=
++=

.
,

,)2/1(

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee

eeee
 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

132
110
011

A 321 ,, eee . Найти ее в базисе 

321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

100
3/23/53/4
3/23/23/7

10. Для выполнения полевых работ сельскохозяйственное предприятие 
может купить тракторы марок T1 и T2. Все необходимые данные 
приведены в таблице: 

Производительность трактора Вид работ Объем 
работы T1 T2

P1 60 4 3 
P2 40 8 1 

Цена трактора (ден.ед.) 7 2 

Сколько тракторов той и другой марки следует приобрести 
предприятию для выполнения запланированных работ, если на их 
покупку отпущено 53 ден.ед.  

 
Вариант 17 
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1. Найти TAAB )
3
2

2
1( 21 +− , если , . 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
202
221
110

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
314
638
111

B

2. Вычислить:  

     a) 

1012
2101
3210
4321

−−
−

,       b) 

28655
24231
35543
13121

11312

−−
−
−

−−
−

. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++
=−++
=−++

.01132
,0132
,0523

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4. Найти все базисные решения системы 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−+−
=+++−
=+++−

.1151123
,23246
,310769

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 
 
5. Найти все существующие опорные решения системы 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−−−
=+−
=++

.24
,423
,632

321

531

431

xxx
xxx

xxx

6. Показать, что векторы )7;1;5;2(1 −=a , )1;7;2;5(2 −=a , 

)5;2;7;1(3 −−−=a  и )2;5;1;7(4 −=a  образуют базис пространства , 

и найти координаты вектора 

4V

)5;26;9;18( −−−=b  в этом базисе. 
7. Вектор )4;5;5( −−=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−−=

++=

.
,4

,)5/4(

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee

eeee
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8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

112
103

021
A 321 ,, eee . Найти ее в базисе 

321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

120
030
223

10. На предприятии освоено четыре технологических способа 
изготовления изделий A и B из некоторого сырья. В следующей 
таблице указано количество изделий, которое может быть 
произведено из единицы сырья каждым из технологических 
способов. 

Выход из единицы сырья Изделие I II III IV 

A 2 1 7 4 
B 6 12 2 3 

Определить, какое количество сырья следует переработать по 
каждой технологии, чтобы из 94 ед. сырья изготовить 574 изделий A 
и 328 изделий B. 

 
 
 

Вариант 18 

1. Найти , если , . TBAB )5(3 12 −+−
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

210
403
325

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
=

523
432

321
B

2. Вычислить:  

     a) 

2434
3245

4523
5342

−
−

−
,       b) 

20134
13021
30121
14032
52314

. 
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3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

         
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=−+−−
=−−+

.027
,063
,04243

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4. Найти все базисные решения системы 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=+++

.75268
,3234

,13103912

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

5. Найти все существующие опорные решения системы 

      

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=−−+−
=++−
=++−
=++−

.1110948
,98736
,76524

,5432

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

6. Показать, что векторы )3;2;4(1 =a , )1;3;1(2 −=a , )2;0;2(3 −−=a  

образуют базис пространства , и найти координаты вектора 3V
)3;4;4( −=b  в этом базисе. 

7. Вектор )10;5;7( −=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=
−+=

.
,)5/4(
,4

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee
eeee

 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

211
203
102

A 321 ,, eee . Найти ее в базисе 

321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

320
050
225

10. На товарные станции A и B прибыло по 45 комплектов мебели. 
Перевозка одного комплекта со станции A в магазины M1, M2 и M3 
обходится соответственно в 1, 3 и 5 ден. ед., а перевозка комплекта 
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со станции B в те же магазины – в 3, 5 и 4 ден. ед. В каждый магазин 
надо доставить одинаковое количество мебели. Найти план 
перевозки мебели со станций в магазины, если транспортные 
расходы составляют 270 ден. ед. 

 
Вариант 19 

1. Найти , если , . 21 54 BBA T +− −

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

265
352

234
A

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

111
012
100

B

2. Вычислить:  

     a)

2423
4321
2413
4132 −

,       b)

12212
01120
21101
12012

20121

−
−−

−
. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−
=−++
=−++

.0103
,02925
,03142

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4. Найти все базисные решения системы 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++−
=+++−
=+++−

.33464
,24532
,42396

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

5. Найти все существующие опорные решения системы 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=−−
=+−+−

.223
,432

,6

431

432

54321

xxx
xxx

xxxxx

6. Показать, что векторы )2;1;4(1 −=a , )0;3;2(2 −=a , )2;1;3(3 −=a  

образуют базис пространства , и найти координаты вектора 3V
)4;8;3( −=b  в этом базисе. 
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7. Вектор )6;6;1( −=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=
−+=

.
,)6/5(
,5

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee
eeee

 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=

212
014
320

A 321 ,, eee . Найти ее в 

базисе 321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

322
212
223

10. На станции A1 находится 20 т, а на станции A2 – 30 т некоторого 
однородного груза. Этот груз следует доставить в пункты B1, B2 и B3 в 
количествах 10, 30 и 10 т соответственно. Стоимость перевозки 1 т 
груза из пункта A1 в пункты B1, B2 и B3 равна соответственно 4,9 и 3 
ден. ед., а из A2 – 4, 8 и 1 ден.ед. Найти объемы поставок груза со 
станций в указанные пункты при транспортных расходах, равных в 
300 ден.ед. 

Вариант 20 

1. Найти , если , . BAB T 21 2)3( +−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−
=

510
400
312

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−=

101
131
122

B

2. Вычислить:  

     a) 

5/122/15/45/2
3/143/43/46/5

52/321
52/124/3

−
−
−

−−

,       b) 

41111
13111
11311
11121
11112

. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=−++
=−++

.03
,05962

,0233

321

321

321

xxx
xxx

xxx

4. Найти все базисные решения системы 

      

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=+−+
−=+++
=+++
−=+++

.4223
,323
,242
,5345

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

5. Найти все существующие опорные решения системы 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−−−
=++
=−−+−

.4
,52
,625

4321

521

65321

xxxx
xxx

xxxxx

6. Показать, что векторы )7;1;2;6(1 −−−=a , )1;7;6;2(2 −=a , 
)2;6;7;1(3 −=a  и )6;2;1;7(4 −=a  образуют базис пространства , и 

найти координаты вектора 

4V
)7;11;57;89(=b  в этом базисе. 

7. Вектор )2;6;6(=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−−=

++=

.
,5

,)6/5(

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee

eeee
 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

211
403
012

A 321 ,, eee . Найти ее в базисе 

321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

302
212
445

10. Предприятие выпускает продукцию трех типов: A,B,C. Уровень 
выпуска лимитируется ограниченностью ресурсов, которые надо 
использовать полностью. Все числовые данные приведены в 
следующей таблице: 

Ресурсы Запас  
ресурсов Нормы затрат на единицу продукции 
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Сырье (кг) 24 5 7 4 
Материалы (кг) 75 10 5 20 
Оборудование 10 5 2 1 

Найти план выпуска продукции. 
 

Вариант 21 

1. Найти , если , . TAAB )3()2( 21 +−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

514
232
102

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

310
120
013

B

2. Вычислить:  

     a) 

3242
4123
2343
1334

,       b) 

2/10101
13/1010
104/101
0103/10
10102/1

. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++
=−−+

=−−+

.01625
,016732

,062

321

321

321

xxx
xxx

xxx

4. Найти все базисные решения системы 

      

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=+++
−=+++
−=++
−=+++

.2222
,4756

,2525
,223

4321

4321

431

4321

xxxx
xxxx

xxx
xxxx

5. Найти все существующие опорные решения системы 

      

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+
−=−+
=++

=++

.42
,82
,032

,4

654

653

652

651

xxx
xxx
xxx

xxx
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6. Показать, что векторы )1;1;2(1 −=a , )0;3;2(2 −=a , )1;1;1(3 −=a  

образуют базис пространства , и найти координаты вектора 3V
)2;4;5( −−=b  в этом базисе. 

7. Вектор )7;7;1( −=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=

−+=

.
,)7/6(
,6

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee
eeee

 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

211
013
201

A 321 ,, eee . Найти ее в 

базисе 321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−

612
142
115

10.   На приобретение оборудования для нового производственного 
участка выделено 20 ден.ед. Оборудование должно быть размещено 
на площади 42 м2 . Предприятие может заказать оборудование трех 
типов: машины А стоимостью 3 ден.ед. каждая, требующие 
производственной площади в 6м2 (с учетом проходов) и 
обеспечивающие производство 7 тыс.ед. продукции за смену; машины 
В стоимостью 2 ден.ед. каждая, занимающие площадь 4 м2 и дающие 
за смену 4 тыс. ед. продукции; машины С стоимостью 1 ден.ед. 
каждая, требующие 3 м2 площади и дающие за смену 2 тыс.ед. 
продукции. Сколько единиц оборудования каждого типа должно 
заказать предприятие при полном использовании выделенных 
средств, производственной площади и гарантирующие выпуск за 
смену ровно 42 тыс.ед. продукции. 

 

Вариант 22 

1. Найти , если , . 21 )4()(3 TBBA +−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−=
030
210

321
A

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
=

111
010
120

B

2. Вычислить:  
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     a) 

1334
2343
4123
3242

,       b) 

10212
01120
21101
12012

20121

−
−

−
−

. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−
=−+−
=−+−

.0253
,0342
,01342

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4. Найти все базисные решения системы 

      

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=++−−
−=−−++

=++++
=++++
=+−++

.745162
,127124674

,11612413
,2011410520

,221436

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

xxxxx

 
 
5. Найти все существующие опорные решения системы 

      
⎩
⎨
⎧

=+−−
=+++

.033
,245

4321

4321

xxxx
xxxx

6. Показать, что векторы )1;2;1(1 =a , )1;1;0(2 =a , )3;0;0(3 =a  образуют 

базис пространства , и найти координаты вектора 3V )2;0;1(=b  в 
этом базисе. 

7. Вектор )8;4;1( −=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=
−+=

.
,)4/3(
,3

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee
eeee

 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=
120
112

031
A 321 ,, eee . Найти ее в базисе 

321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 
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9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
524
414
667

A

10. Для перевозки пассажиров еженедельно формируются 
дополнительные поезда. Данные о количестве резервных вагонов, 
составе поезда и вместимости вагонов приведены в таблице: 

Тип вагонов Показатель ресторан мягкий купейный плацкарт 
Наличный парк 

вагонов 
12 22 58 81 

Состав скорого 
поезда 

1 3 6 5 

Состав пассажир. 
поезда 

1 1 4 8 

Кол-во пассжиров в 
вагоне 

- 32 40 58 

Установить, сколько дополнительных скорых и пассажирских 
поездов можно еженедельно отправлять при условии, что 
еженедельно требуется вывозить 7722 пассажира. 

Вариант 23 

1. Найти , если , . 12 )(3)2( −+− ABA T

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−=
130
211

201
A

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
102
212
010

B

2. Вычислить:  

     a) 

5024
0113
2101
4321

−
−−

,       b) 

21120
11114
21302
12223

02311

−−
−

−−
−−

−

. 

3. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и 
решить ее тремя способами: а) по формулам Крамера; б) средствами 
матричного исчисления; в) методом Гаусса. 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++
=++−
=−−+

.0234
,023
,012

321

321

321

xxx
xxx

xxx
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4. Найти все базисные решения системы 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−+
=+++−
=+++−

.36457
,5374
,773109

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

5. Найти все существующие опорные решения системы 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−−+
=++−+
=−+−+

.9325
,7324
,125423

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx

6. Показать, что векторы )3;1;2(1 −=a , )5;2;3(2 −=a , )1;1;1(3 −=a  

образуют базис пространства , и найти координаты вектора 3V
)7;2;6( −=b  в этом базисе. 

7. Вектор )3;1;6( −=x  задан в базисе 321 ,, eee . Найти его координаты в 

базисе '
3

'
2

'
1 ,, eee , если 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=
++=

.
,2

,2

321
'
3

21
'
2

321
'

1

eeee
eee

eeee
 

8. Матрица  задана в базисе 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

121
120
110

A 321 ,, eee . Найти ее в базисе 

321
'

1 eeee +−= ,   321
'
2 2eeee −+−= ,   321

'
3 2 eeee ++−= . 

9. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования, заданного матрицей . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−

211
121
334

10. Структурная матрица торговли трех стран  имеет вид 

. Найти национальные доходы стран для 

сбалансированной торговли.  

321 ,, SSS

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

04,02,0
8,06,06,0
2,002,0

 
 

Вопросы к модулю по «Линейной алгебре» 
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1. Определение матрицы. Порядок (размерность) матрицы. 
Обозначения. Виды матриц. 

2. Операции над матрицами (равенство матриц; умножение на число; 
сложение и вычитание, умножение матриц; возведение в степень, 
транспонирование). 

3. Свойства операций над матрицами. 
4. Определители квадратных матриц различных порядков. Способы их 

вычисления. 
5. Миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы. 
6. Доказательство теоремы Лапласа о разложении определителя 

квадратной матрицы по элементам строки (столбца) матрицы. 
Следствие из теоремы Лапласа. 

7. Доказательство всех свойств определителей. 
8. Обратная матрица и способы ее нахождения. Доказательство 

теоремы о существовании обратной матрицы и ее единственности. 
9. Ранг матрицы и способы его определения. Теорема о ранге матрицы. 
10. Общие сведения о системах линейных алгебраических уравнений 

(определение системы уравнений; определение решения системы; 
совместность и несовместность системы; определенность и 
неопределенность, эквивалентность систем уравнений). 

11. Решение системы линейных n уравнений с n переменными методом 
обратной матрицы. 

12. Решение системы n линейных уравнений с n переменными по 
формулам Крамера. 

13. Метод Гаусса (описание метода, его сущность, универсальность и 
алгоритм) решения систем линейных уравнений. 

14. Теорема Кронекера-Капелли о совместности системы линейных 
уравнений. 

15. Системы линейных однородных уравнений. Фундаментальная 
система решений. 

16. Нахождение базисных и опорных решений неопределенной системы 
линейных уравнений. 

17. n-мерный вектор и векторное пространство. 
18. Размерность и базис векторного пространства (определение 

линейной комбинации системы векторов; линейно зависимая система 
векторов; свойства линейно зависимой системы векторов; 
размерность пространства и его базис). 

19. Теорема о разложении произвольного вектора пространства  по 
векторам базиса этого пространства. 

nV

20. Связь между координатами одного и того же вектора в разных 
базисах пространства . nV
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21. Евклидово пространство (определение скалярного произведения 
векторов и его свойства; определение евклидова пространства; 
ортонормированный базис пространства nE ). 

22. Линейный оператор (определение отображения пространства  в 
пространство ; понятие оператора; линейный оператор). 

nV
mV

23. Доказать, что каждому линейному оператору соответствует матрица 
в данном базисе. 

24. Связь между матрицами одного и того же линейного оператора в 
разных базисах. 

25. Собственные векторы и собственные значения линейного оператора. 
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